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第 一 章 “经典 数学 回顾 


“经典 数 学 主要 有 代数 学 .几何 学 . 微 积 分 学 等 ,其 中 代数 学 主要 是 建立 方程 
和 解 方程 的 学 科 ,例如 如 何 求解 一 元 多 次 方程 .多 元 多 次 方程 组 , 而 多 元 多 次 方 
程 组 用 消 元 法 又 大 多 数 都 可 以 转化 为 一 元 多 次 方程 ,因而 代数 学 最 终 的 问题 就 
是 如 何 解 决 一 元 多 次 方程 .其 中 一 元 一 次 方程 .一 元 二 次 方程 .一 元 三 次 方程 以 
及 一 元 四 次 方程 都 有 了 用 根 式 求解 的 办 法 。 


一 元 一 次 方程 
ax+b=0 其 中 a 关 0 
它 的 解 为 
b 
x=-— 
a 
一 元 二 次 方程 
ax’ +bx +c =0 其 中 cc #0 
它 的 解 为 
x= -b + Jb’ -4ac 
2a 


16 世纪 时 ,Gardan 给 出 一 元 三 次 方程 及 一 元 四 次 方程 的 解 。 任 意 一 元 三 次 
方程 可 以 简化 为 如 下 形式 
x +ax+b=0 


它 的 三 个 根 分 别 为 
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它 的 四 个 根 分 别 为 
XI = ar ++) x = (8 +y -n-n) 
z = FCO -y +y- y) xa = (ON +03) 
其 中 


Y = VO - 46, + 4B, 
Y, = 76 - 40, + 4B, 
Y = V6 - 40, +4B, 
AB b: b: 是 下 面 一 元 三 次 方程 的 根 
y - 0,7 +(00 - 40,)y -0(0 - 40,) - 6 =0 
对 于 一 般 的 一 元 n(n > 5) 次 方程 ,由 高 斯 定理 可 知 方程 最 多 只 有 个 根 ， 
又 由 人 徊 罗 华 理论 得 知 方程 已 经 没有 根 式 解 法 ,那么 到 底 方程 有 没有 其 他 解法 , 回 
答 是 肯定 的 ,我们 将 在 后 面 的 章节 给 予 论 述 。 
代数 方程 还 有 一 类 是 超越 方程 ,例如 
sinx + cosx = 1 č =ax +bx te 
这 些 超越 方程 与 一 元 方程 之 间 有 没有 必然 的 联系 ,以 及 它们 可 不 可 解 ,又 有 
怎样 解 , 我 们 都 将 在 后 面 的 章节 加 以 论述 。 
几何 学 是 一 门 研 究 平面 及 空间 斥 寸 内 在 规律 的 科学 ,主要 有 平面 几何 .立体 
几何 以 及 解析 几何 等 , 按 空间 是 否 弯曲 划分 ,又 可 以 分 为 欧 氏 几何 和 非 欧 氏 几何 
两 大 类 ,而 我 们 平常 一 般 所 讲 的 几何 就 是 指 欧 氏 几何 。 
几何 学 最 基本 的 定理 是 勾 股 定理 :直角 三 角形 两 条 直角 边 的 平方 和 等 于 斜 
边 的 平方 ,用 公式 表示 为 
+b e 
这 条 公式 从 根本 上 确立 了 空间 的 可 测 性 和 相对 稳定 性 。 
随 着 代数 学 在 几何 方面 的 深入 应 用 ,就 产生 了 微 积分 学 。 微 积分 学 主要 是 以 
积分 方法 解决 微分 方程 的 学 科 。 一 般 说 来 ,微分 方程 就 是 联系 自 变 量 、 未 知 函 数 
以 及 未 知 函 数 的 某 些 导 数 (或 微分 ) 之 间 的 关系 式 。 


下 列 方程 都 是 微分 方程 
y = ay (其 中 x 为 自 变量 ,7 为 未 知 函 数 ) 
y+2y -3y =e (其 中 x 为 自 变量 ,y 为 未 知 函 数 ) 
Zorry (其 中 xy 为 自 变量 ,z DRAKA) 


Ox 
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Fu, du, du, Hey REN 
ox oy 02 


微分 方程 包括 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 ,上 面前 两 式 为 常 微分 方程 ,后 两 式 
为 偏 微 分 方程 ,只 有 一 个 自 变量 的 微分 方程 就 叫 常 微分 方程 ,任何 偏 微 分 方程 最 
终 的 解决 都 是 要 转化 为 常 微分 方程 的 ,因而 关键 的 问题 就 是 要 解决 常 微分 方程 。 


一 般 的 n 阶 常 微分 方程 具有 形式 
dy |, dy 
F(x,y, qa) =0 


; dy... dy dy... dy — dy, 
RE Fry Py E N PEARS MALA 


为 未 知 通 数 ,z DARE RETTEN ZEN y SE IAE, 


则 称 方程 为 n 阶 线性 微分 方程 ,一 般 的 n 阶 线性 微分 方程 具有 形式 


n n-] 
dY y a(x) Pa a, o) WY + 0,(x)y = f(x) 
dx dx” dx 


这 里 ay (z) ,0,(2) f(x) 是 x 的 已 知 函数 ,不 是 线性 的 微分 方程 称 为 非 
线性 微分 方程 ,例如 方程 2 + Esino = 0 是 二 阶 非 线性 微分 方程。 


常 微分 方程 的 解法 有 很 多 种 ,有 变量 分 离 . 积 分 因子 . 欧 拉 变换 等 初等 解法 ， 
还 有 宕 级 数 解法 。 例 如 一 阶 微分 方程 中 的 变量 分 离 方程 
dy _ Ka) 
dx g(x) 
HAB ely dy = [flx)dx + Co 
一 阶 线性 微分 方程 9x = p(x)y + qla) 用 欧 拉 变 换 法 可 求 得 通 解 
y = ee (ae toa 4 c) 


对 于 一 般 的 n(n > 2) 阶 线性 微分 方程 就 不 能 用 初等 积分 法 求解 ,而 且 对 于 
大 多 数 微 分 方程 都 是 不 能 用 初等 积分 法 求解 的 ,1841 年 法 国 数学 家 刘 维 尔 
(Liou - ville) 证 明了 形式 上 很 简单 的 黎 卡 提 (Riecati) 方程 dy/dx = p(x)y + 
9(%)y +r(x) 一 般 没 有 初等 解法 ,这 就 暴露 了 初等 解法 的 严重 局 限 性 。 但 后 面 将 
会 介绍 到 可 以 用 多 重 积分 迭代 级 数 法 求解 。 

线性 微分 方程 和 代数 方程 之 间 有 没有 必然 联系 ,后 面 也 将 会 给 予 论述 。 
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第 一 节 ”小 析 多 重 积分 迭代 级 数 法 


常 微分 方程 的 解法 有 很 多 种 ,有 变量 分 离 积分 因子 . 欧 拉 变换 等 初等 解法 ， 
还 有 寡 级 数 解法 ,但 是 有 很 多 常 微分 方程 都 没 办 法 用 它们 求解 ,这 里 介绍 一 种 多 
重 积分 迭代 级 数 法 ,就 可 以 解决 所 有 高 阶 线性 微分 方程 的 求解 问题 。 

先 讨 论 一 阶 齐 次 线性 的 情况 

y'(%) = p(x)y 其 中 p(x) 为 可 积 实 函 数 (2.1) 


BABE yn = [py (de) ,并 由 此 产生 一 个 多 重 积分 和 
代 级 数 | 
y = yo + Y pC) (da) (2.2) 
这 级 数 的 项 有 这 样 的 性 质 : 它 除 第 一 项 外 ,其 余 每 一 项 都 由 前 一 项 代入 积 
ERRER Yn = [p(x)ya(dx) 得 出 , 即 
Yo = Yo 


n(x) = fp(x)yo dr) 
y(x) = [p()y(dx) 


...... 


假设 (2.1) 有 如 下 解 
y(x) = yo + je(z)yo(dz) + 
[po ( payodaz]dz + PC) Ya, de +. (2.3) 
代 人 (2.1) 式 的 左边 得 
yo+ p(x)[ y, + foto rod: + pl) yar de + …| = yot p(x)y(x) 
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FY UL yo = 0 时 ,( 2.3) 是 (2.1) RE yo = C(C 为 任意 常数 ) 代入 (2.3) 
即 得 (2. 1) 的 通 解 为 
y(x) = C(1 + [p(x) (de) + [p(a)( (plz) de)as + [PC yu ade + =) 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 上 式 可 简化 如 下 
y(x) = c(1 + [p(x) (az) + al fox) ceo] ++ 


jp) (ae) Y” +) 


= Celine 
这 也 正 是 欧 拉 法 求 得 的 通 解 。 
对 于 非 齐 次 线性 的 情况 
y (x) = p(x)y + q(x) (2. 4) 
只 要 考虑 yo = g(x) , 同 理 可 得 (2.4) 的 一 个 特 解 


Yu = (Jat2) dx + [ptz)( fat) ax) (de) + 


Ppo(Ppa(fan ajaja + (0) Y) ¡de + =) 
因而 (2.4) 的 通 解 为 
y= Colores x (fal x) dx + pro (faro ax) (dx) + 


ez) ( f=) (fate) de) dx) de + pC) yn de + =) 


对 于 二 阶 齐 次 线性 的 一 种 情况 
y’(x) = p(x)y (2.5) 
假设 方程 有 如 下 级 数 解 


y(x) = yo + foto yodedx + foc) (foo rodrdx) dxdx ho + 
JPC) Yom- dada +. (2.6) 
代入 (2.5) 式 的 左边 得 
yo+ pla) [y + pto raras + fp) ( f[p(x)yodedx) ded hey 
fp) Yon. ded +] 


= ya+p(x)y 
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TL yo = 0,(2.6) 是 (2.5) 的 解 。 
Rys = 0 得 两 个 线性 无 关 基 解 


Ya = 1,yo =x 


IRA (2.6) ,得 (2.5) 的 两 个 线性 无 关 解 
y(x) =1+ oo dea + pco (pco dxdx) dxdx 十 + 


plz) run. drá +“. 
y(x) =x+ pto sara + pco (foco saxaz) dxdz +e 
OA ded 
因此 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 (2. 5) 的 通 解 为 
y(n) = Cl(1+ 各 (Ge)dzaz + plz) ( plz) dxdx)axda + -- 
porn.) ded + ==) + C(x + pto xáxas + 


pco (foco xázaz)azaz + Jo) ama) dede + +) 


对 于 更 一 般 的 高 阶 线性 微分 方程 7 (1) =D pay tfla) 


其 中 p(x) (i = 1,2,---,n) 及 f(x) 在 [a,6] 上 连续 。 是 否 也 有 同样 形式 的 解 , 以 
及 这 些 解 在 区 间 上 是 否 一 致 收敛 ,下 面 将 进一步 作出 完整 的 论述 。 


第 二 节 ”高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 


对 于 一 般 高 阶 线性 微分 方程 都 可 以 简化 为 如 下 形式 
y” (x) = X pCa)? Afa) 


HH p,(x) (i = 1,2,…,n) RA) Ela, b] 上 连续 。 

首先 建立 起 解法 基本 理论 ,并 在 此 基础 上 进一步 求 出 微分 方程 的 通 解 。 下 面 
将 分 四 部 分 论述 。 

一 \ 简 单 规定 

本 文 所 考虑 的 数 都 是 实数 , 所 考虑 的 函数 都 是 实 函 数 ,mm 为 自然 数 。 在 
不 改变 多 重 积 分 函数 性 质 的 情况 下 ,作出 如 下 简 记 : 
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NU C+(Jrco ax) ae) ax ="[A(x) (dx)" 


"E 


以 下 “…” 号 均 表示 " E 
Po (foo (= oe = ("fp()) Cex)" 
Lf “(J Aidu) db)…) ="([ A%)) )(ax)" 


OSI “nota Ja)" = (*f fea Co)" 


二 ,预备 定理 及 推论 
预备 定理 1 AMAN 与 g(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 对 任意 x € 
[a,b], ERA f(x) Be 


LUC (--( JLo) Jae, )--+)ae,., 
[ft (f(t) dtp) de i) ++) daa 


aSr srsb 


预备 定理 2 FREN) 在 区 间 [a,8] 上 可 积 , 则 函数 1 f(x) | 在 [a,8] 上 


也 可 积 , 且 
LiLo (Ufa) a) ats) ar | 


< KOU | At) | di, Jdt, )---)de,.. 


a<x <x<b 


预备 定理 3 FRR) 与 g(x) 在 区 间 [a,b] HER, HI f(x) 1<m, 


m > 0, 则 
LOUZ (Uf 10040 ats) ats) te | 


ESTAS eto) )-J ot 


a<xo <x<b 


=m 


推论 Ba<x <x <b,a > 0,0" [eo (dx)" < Lee) 
20 Q 
WM nn = 0, 或 * = r 时 ,不 等 式 显然 是 成 立 的 ,现在 考虑 n x 0,2 4 
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Xo 的 情形 。 
当 n =1 时 ， 
[eo (dx) = Latam) = 1 atz-20) _ 1 < I patr-o) 
xo a a a a 
EN 
few (dx) < 1 pol-o) (2. 7) 
o a 
Gn = 2 时 ,由 预备 定理 1 同 理 得 
?fe (de)? < Lost (2.8) 
xo a 
一 般 地 假设 当 n =m - 1 时 ,有 
(a Lem (2.9) 
q a 
由 预备 定理 1 同 理 得 | 
Grm a ker a 
zo a 


由 开始 考虑 的 情况 及 (2. 7) (2.8) (2.9), (2.10) ,根据 数学 归纳 法 ,得 
对 一 切 nn 为 自然 数 都 有 


SACOS < I guten) 
zo a 
as, sxısb,a>0 证 毕 
三 、 解 法 基本 定理 
定理 1 ARK p(x) (i = 1,2,…,n) 在 区 间 [a,b] KR, A yola) 在 
[a,b] 上 有 连续 的 n - 1 阶 导数 ,那么 函数 项 级 数 


+ Y Ep) asw<r<b (211) 
m=] 70 j= 

Yo + AOS asr<x<b (2.12) 
m=1 0 j= 


分 别 在 区 间 [x ,bj [a,x] E-BUHH. 
证 明 ”首先 证 明 (2. 11) 。 由 于 Pi(x)(i = 1,2,…,n) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ， 
所 以 


| | p(x) | 近世 < >0 (i =1,2,--,n) (2.13) 
又 由 于 yo(x) 在 [a,8b] 上 有 连续 的 n - 工 阶 导数 , 所 以 
ly sn 1 >O (i=12,-,n) (2.14) 


假设 a > nf Ha>, Me™ >1 
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LI (x) ls peo (2.15) 
[Ia 
= [pde 

< Y 

由 预备 定理 3 及 (2.13) ,得 
o 1 Y, |*f ye? Cae)" 


| yi (x) | = 


"pda" Cae)" 


由 预备 定理 2, 得 
Y fo e 
由 (2.15) ,得 
Iyi (a) 1< aga [ee Cda)" 
由 推论 ,得 
Ln Is ere (2. 16) 


APN) =f Iron” de)” BEL nab) 上 有 连续 的 阶 导 数 ,因而 
下 面 等 式 成 立 


[nor ca" 
= [Y [porte 
<% 

由 预备 定理 3 及 (2. 13) ,得 

y ey y can" 

由 预备 定理 2, 得 

EXEC 


l y (x)| = 


pi” Car)" 


ee Lorre 


由 (2. 16) ,得 
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nen ni a(x-x9) i 
n(x) 1 y, Le (de) 


由 推论 ,得 
EXON Kay}; ¿emo 
HT a > 0， 所 以 二 , 工 Lew ehed 
ae a 
因而 
Ly (a) | < len (2.17) 


一 般 地 假设 y (2) TOR (a 在 [a,b] 上 有 连续 的 4 阶 导 
数 , 且 


l Yamil) 1S Y a pateo (2. 18) 
那么 同 理 可 得 
Ly, (x) | < HE) Merle) (2. 19) 
Q 


H (2.16) ,(2.17) 、(2. 18) (2. 19) ,根据 数学 归纳 法 ,得 对 一 切 m 为 自然 
数 (m > 0) 都 有 


Lyn (a) 1 < le 显然 函数 项 级 数 


ne) +), Up, meea me o Y CA Eu. 
mal 


mal 


由 于 w > ng, "É < 1， 所 以 上 式 又 为 正 项 收敛 级 数 。 由 维尔 斯 特 拉 斯 


(Weierstrass) 判别 法 ， 可 知 函 数 项 级 数 六 + SIR" 
(a S xo Sx < b) Elx b] 上 一 致 收敛 , 当 x = a 时 ,在 [a,6] 上 一 致 收 全 ,对 
于 函数 项 级 数 
n+ ET Poa)" (as 和 大 as 

只 要 在 上 述 证 明 中 ， 把 x 和 x 互 换 , 并 考虑 到 % < x ,就 可 以 逐 字 逐 句 地 重复 上 
述 证 明 ,同样 可 得 级 数 (2. 12) 在 [a,xo] 上 一 致 收敛 , 当 xo = a 时 ,在 [a,b] 上 一 
致 收敛 。 因 而 定理 1 得 证 。 

定理 2” 若 函数 p(x) (i = 1,2,…,n) ER a,b) 上 连续 ,yio(x) Yol), 
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Yala) ty) FEL a,b] 上 线性 无 关 , 且 在 [a,6] 上 都 有 连续 的 n -1 阶 导数 ， 
那么 下 列 函数 


Y (4) = yolx) + Y [Fra e" 


Yel) = yala) + E dv Cda)" 


Y,(x) = yo(x) + E (| Er ENG 


Elro b] 上 线性 无 关 , 当 和 = a 时 ,在 La,b] 上 线性 无 关 。 
证 了 明 由 于 yio(%) Ja (%) SN n0 (%) [a,b] 上 线性 无 关 ， 所 以 
Yola) Yala)  … Yala) 


W(x) = ve Yal) ... Yl) £0 


ye (x) yo D Ca) e yS a) 


Yıo(%) Yap (Xo ) ve Yalta) 


Wy (xo) _ Yan (%o) ee Yl) +0 


yio (a) yo (%) “ya Cao) 
又 由 于 
Yy (xo) = 7 这 (xzo) + Slr L Dacre, ay" xz = xo) = yÈ (a) 
j=0,1,2,,n=1 
Y? (xo) = 0 (xo) + D [Ep cans = xo | = y% (xo) 
j=0,1,2,=,n -1 


W (x9) = 9) + E [HEY Sra (da) "7 = 19] = yo (%o) 
*0 i 
01,2, -n-1 


j= 
所 以 
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Yio xo) Yao (to) ™ Yin (%0) 


W(x) _ Yio (20) Yn (ro) on Yo (70) 


YG (xa) YS (x) n YG (xo) 
Yıo(%o ) Yal xo) ii Yo Xo) 
Yio( žo) Y50 (Xo) (X) 


Yo (x9) yo (x0) re ee 


= Voto) #0 
AMY (x) 、 了 (x)、…、 了 ,(x) Æla, b] 上 线性 无 关 。 原 定理 得 证 。 
四 、 一 般 解法 
对 一 般 的 n 阶 线性 微分 方程 
y” (x) = Y» (xz)y + Ax) (2. 20) 


其 中 p(x)(i = 1,2,…,n) Rf(x) Ela,b] 上 连续 。 
先 考 虑 对 应 的 m PARRER. 


190) = Spa) (2.21) 
把 (2.21) 写成 积分 形式 
yla) [Fry a 
Pe SEA TR 


yala) [EOI (do (2.22) 
考虑 一 个 级 数 
y = Zn (2.23) 


这 级 数 的 项 有 这 样 的 性 质 : 它 除 第 一 项 外 , 其 余 每 一 项 都 由 前 一 项 代入 
(2. 22) 得 出 , 即 
Yo = Yo 


y) ="[ rm Cda)" 
y) [DA Cde)" 
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(2.23) 也 可 写成 如 下 形式 
y= r+ [rare (2.24) 
把 (2.24) 代入 (2.21) 的 左边 ， 得 


y + 之 人 (Fam P) 
= ya” + AI) 


= y) + Eady 
对 照 (2.21) 的 右边 ,可 见 Y”= 0 时 , (2.24) (2.21) 的 解 。 
解 微分 方程 X% ”= 0,78 n Myo = 1, Ya = = x 
由 于 Yio = 1,Y20 = X,Y = x 的 朗 斯 基 行 列 式 


n-1 


W(x) = ° z 人 an 
0 0 … (n-1)! 
= (n-1)!(n-2)!-31 -21-+1 
#0 


所 以 yo《(x) .yao(z)、 Yala) FEL a,b] 上 线性 无 关 。 
把 yio(x) Ya0 (%) ES) 代入 (2. 24) ,得 


V(x) =1+ E'S Dp) (a) 
Y.) = 24 D'S D TON ENT) 
10 = + Y [nr a" 


E ES CAE E ES 
线性 微分 方程 (2. 21) 的 通 解 为 
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y(x) = cl + DALOL ACO E 
c| x + DAOC E + 


DIESES Y rr, en] 
其 中 x E [a,b] 3C15C2 Cn 为 任意 常数 。 
现在 考虑 阶 非 齐 次 的 情形 。 把 (2. 24) 代入 (2.20) 的 左边 ,得 


rl in) 
m= i=l 
= 70 + Zr) Zi?) 
is ¿=1 


=" + Èp: 


对 照 (2.20) AVA, AY Ly = f(x) 时 , (2.24) 是 (2. 20) Ky = 
f(x) ,得 


yo =" ffir) ex)” 
FRA (2. 24) ,得 (2.20) 的 一 个 特 解 


yala) =" [a Cda)" Y AI e 
因而 n 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (2. 20) 的 通 解 为 


y(x) = e[1 + E [rra (ae)"] + 
cz| x 十 DALOL ACON E + 


rocio” + Lori] 
其 中 > € [a,b] C1 023°" 9Cn 为 任意 常数 。 


第 三 节 高 阶 线性 微分 方程 解 的 定义 域 扩展 及 初 什 
现在 将 把 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 进一步 完善 化 ,将 其 通 解 的 定义 域 
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由 x e [zxo,bj(x e [a,b]) 扩展 到 x e [a,b] ,并 简化 求解 初 值 。 
多 重 积分 函数 的 性 质 : ARAS) 在 区 间 [a,5] ER, xx e [a,b], M 


KLEE Ao te) dts) es 
= (- DPU (一 (人 rom 六 ja 


二 ,高 阶 线性 微分 方程 解 的 定义 域 扩展 
对 于 一 般 的 n 阶 线性 微分 方程 


n 


y™ (x) = Y play? + Ax) (2.25) 


i=l 


其 中 p(x) (i = 1,2,…,n) RA) fEla,b] 上 连续 。 
由 第 二 节 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 可 得 如 下 通 解 


y(x) = afi + DN 
cz| x + Y [Iran] wt 
cfar + D'S poyi (aey"] + 


fr’ + Y [Irre] 
其 中 x e 『a,6] cc ，…c, 为 任意 常数 ,a sn, sı<sb, 
现 将 通 解 的 定义 域 由 x > xo (x e [a,b]) 扩展 到 x e [a,b]. 
定理 1 AMA» (0) (i = 1,2,…,n) PER [a,b] 上 连续 , H y,(x) 在 
[a,b] 上 有 连续 的 nn 阶 导数 ,那么 函数 项 级 数 


IS (2.26) 
在 [a,6] 上 一 致 收敛 ,是 连续 ”次 求 导 后 仍 在 [a,5] 上 一 致 收 全。 
证 明 Mx > xm 时 ,由 第 二 节 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解法 中 的 定理 1 ,可 
证 得 (2.26) 在 [m ,6] E-U, BESE n VORBA Lm, b] Bike, 
当 x < x 时 ,由 多 重 积分 函数 的 性 质 可 得 


(7. + y Ep (aey) 
= 98 a DD A (ae) 
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ksn, (2.27) 
由 于 p(x) (i = 1,2,…,n) EKE a,b] 上 连续 ,所 以 
lp (xa) iI<é €E>0 (i = 1,2,+++,n) (2. 28) 
又 由 于 yo(x) 在 [a,6] AEZH n NFR, HA 
ECOLES ner n>0 a>nHa>1 (2.29) 


利用 第 二 节 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 中 定理 1 的 证 法 , 同 理 可 得 对 一 
切 m 为 自然 数 (m > 0) 都 有 


P(x) = |(- DER (ae) < ee 
显然 函数 项 级 数 
ye + È E ere 
= ne x) + Betton y GOT 
为 正 项 级 数 。 


HF a > ng, E <1, 所 以 上 式 又 为 正 项 收 伍 级 数 。 由 (维尔 斯 特 拉 斯 


( Weierstrass) 判别 法 〉, 可 知 函数 项 级 数 | y, 十 > yp (x)y (dx)” J” 


(x <x) 在 [a,xo] 上 一 致 收敛 。 证 毕 。 

由 定理 1 可 得 高 阶 线性 微分 方程 通 解 的 定义 域 由 x > xo (% e [a,b]) 扩展 
到 x e [a,b]. 

三 、 高 阶 线性 微分 方程 的 初 值 求 解 

假设 高 阶 线性 微分 方程 (2. 25) 的 初 值 条 件 为 y(xo) = Bi,y'(xo) = Bas", 
y" (xp) = Bro 

由 于 yo = 1,y2 =% -yao = (2-20) Ela, b] 上 线性 无 关 , 且 n 次 
导数 等 于 零 ,所 以 根据 第 二 节 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 中 的 定理 2 .一 般 解 
法 及 上 述 定理 1, 微分 方程 (2. 25) 的 通 解 可 表示 为 


y(x) = cl + Y [Irina] 
cz[x —% 十 al DIZOPENEHNE + 
cal (x xp)” „1 + > [Eo (x) mo) Cda)” |+ 
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[fico can)" E'S Daga]. (2.30) 
其 中 X Xo E [a,b] of) 5C2 ”Cn 为 任意 常数 。 
FE v(x) FRA (2.30) ,得 C = £; 
对 (2. 30) 求 导 一 次 ,并 把 Y(xo) = B KA, EC, = Ba 
一 般 地 对 (2.30) 求 导 j 次 (j <n -1) ,并 把 y?(xo) = Ba RAB 
1 
Ci = Flas 
因此 高 阶 线性 微分 方程 (2. 25) 满足 初 值 条 件 的 通 解 为 
va) = Blt + Y E pori a] 
fal x 一 %o + 2 [Fara ta]. + 
GPL -0 Lara] 


[foan + Lore”) 
其 中 x, Xy E [a,b],c,,c,,*"*,C, 为 任意 常数 。 


第 四 节 ”二 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 


对 于 二 阶 线性 微分 方程 . 
y” = p(x)y +g(x)y + r(x) (2.31) 
其 中 p(x) Ela, b] 上 一 阶 可 导 , 且 p(x) 40,g(x) r(x) 在 [a,b] 上 连续 ,a.5 为 
为 了 使 求解 问题 简洁 起 见 , 先 作出 如 下 简化 。 
Sy = i(x)j,i(x) 4 0,8(2.31) 化 为 
j= p(z)i(x) -2i (x), + 


i(x) 
p(z)i (x) +q(x)i(x) - la). | r(x) 
i(x) 7 + ix) (2.32) 
4 
p(x)i(«) -2U(x) =0 (2.33) 
则 (2.32) 化 为 
js p(x)i'(x) + q(x)i(x) a), „ra (2.34) 


i(x) i(x) 
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简 记 为 

J’ = k(x)j + h(x) (2.35) 
其 中 
k(x) = p(x)i'(x) + gaila) - i"(x) (2. 36) 
UX 
_ r(x) 
h(x) = ila) (2.37) 
fE (2.33) ,得 i(x) = POE 代 人 (2.36) (2.37) ,得 

kx) = Ba tgl) Zr (238) 
h(x) = r(z)erfi% (2.39) 


由 上 述 高 阶 线 性 微分 方程 的 一 般 解 法 提供 的 方法 , 求 得 齐 次 线性 微分 方程 
J = k(x)j 的 通 解 为 


j(x) = (1 + Ex) (de)? +f k(x) (240 (de)?) (ae)? tee 
?zj (dx)? + ...)+ Ca(x + { k(x) x( dx)? + 
"0 (fra) + [jan (de)? + +) 


其 中 k(x) = (0) + a(x) - 31 (0) ‚x © [a,b], C,,C, 为 任意 常数 。 
则 (2. 35) 的 特 解 为 
ju = foe) (42)? +? f eCa) (0 (607) (ae)? + 


"(o (? eCa) (? he) (e?) (de)? + tf KO) Jam (da)? + +) 
因而 二 阶 线性 微分 方程 (2. 31) 的 通 解 为 
y) = AO (dey? [Ko (1400 (dx)?) (de)? + + + 


"jun (d2)? $c] + Gerto] y +[k(2)x(dx)? + 

P (kla) (2f Cx)xC dw)*) (de)? + [a (de)? +] + + 
ep oe (h(x) (dx)? + (eCa) (2 fhea) (de)?) (dx)? pos 
"lan (dx)? + ++] 
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简 记 为 = k(«)j 其 中 


k(x) = elle) Malie) ia) (2.46) 
解 (2.45) ,得 i(x) = FRA 46) ,得 
kla) = Fela) )? - h(x) - Lg’ (a) (2.47) 


由 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 提供 的 方法 , 求 得 微分 方程 ”= (x)j 的 通 
解 为 


i(x) = 6, [1 A kC) (de)? +? [ #2) (2f (x) (de)?) (de)? tot 
"in (dx)? +] + C, [æ + f kla) dx)? + 
aS kla) (? fC) de)?) Cde)? + [HO jan (de)? + | 
- 1(p(z)g(z) ep (y _ 1 eaa) +p la) - 
ee) N para), 
re [a,b],C,,C, 为 任意 常数 。 
由 于 z = (a) Y = Loy = fla) Y, HIERE (Riccati) FE 


(2.40) 的 通 解 为 
g(CX)7(X) +27 (0X) 


ET Ipla) 
其 中 
g(x) - p(x)q(x) +p'(x) 


p(x) 
¡(0 = C, [1 + (EC) (da)? +° f kC) (0 (407) (dx)? + + 
"in (Ax)? + +++] + Ca [x + (x) (dx)? + 
*[ Cx) (?[ R(x) a(de)?) (die)? + [Ea (da)? +] 
- Lota +p'(x)\? Laa +p'(x)), 
a e e - a a P(z)r(z)， 
x e [a,b] ,C,,C, 为 任意 常数 。 方 括 内 的 每 一 项 ( 除 第 一 项 外 ) 都 有 前 一 项 选 代 
得 出 。 
二 、 简 单 例子 
对 于 微分 方程 Y = Y +x 的 通 解 , 由 上 面 的 论述 不 难 求 得 y = 
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_ Cy1+ Cay 其 中 


2-5 + 6:::(4m -7)(4m -6)(4m - 3) (4m - 2) im poe 


- 1)” 
(-1) Ami 
2. 2.3-6-+ 
ep e 
(-1)92:3:6:7:-(4m - 6) (4m ~ 5) (4m - 2) (4m - 1) m L, 
(4m +1)! UG 


xE [a,b] ,Ci „C 为 任意 常数 。 
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+z +z +e ++ 
… + 2202 + 2202, 十 …' + 2202. + 


+ 222, 十 … + 22,2, + 


= q(x) 
+22, 12, + 
4 zZ” =0 
2” = q(x)z% 


A”? = q(x) (Ê + 22p2,) 
A” = q(x) (25 + 222, + 22,2) 


RETER 


1 


Az = 0, 得 nn 个 初始 线性 无 关 基 解 Za = 1,29 = %,""",20 = Xo 
因此 微分 方程 (3.4) 的 通 解 为 
z = afi +| ala) Cde)" +" ez) (2? + 2z021) (dx)" + + 


fale) (A + Lala + Ada + + main) (dx)" + | + 
cal OCÓN “(aná + 2292) (dx)” + + 
E, +2znz + 224.1 + tt + 22m.02m1) (dx)" + ~] + .二 
aa e)? +" [ g(x) (E +21) (da) EEE 
Bro. + Lolas +2zz + +22 22 1) (da) " +] 
其 中 cy ve、 为 任意 常数 把 4(z) = PED y = Ze = 去 代 入 上 式 即 得 
RATE.) 的 通 解 为 


y = [n+ ora + pO) CF + ay) dD)" ++ 


wie OTAN +f’ p(t) (4 + 2yoyı) (de)" + + 


pS 


wm‘ 


PCE) (ya + WorYn-ı + 2m +" + 2Y m2 Y m1) (A)" + …]+ 
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} 


a fE a 
Í PCE) (Yai + oa + Wim +" + WY 1) (dt)? + …]+ 
l i 


le +" [pF de)" “(00 + 20031) (de)? + + 


L 
n t n 
Kr. + Dyon¥ nl +Y Ymi +" + 2 Ym-2Ym-ı) (de)” + …| 


其 中 Cia sc, 为 任意 常数 。 
二 解法 基本 定理 
定理 ABRI) 1 大 1 且 1xl<1l, 那 么 多 重 积分 级 数 


Yo + [a(x gC)" + g(x) + 2071) Cdx)" + 

"an + 2Y0Y, + 2yıya) (dx)” + + 

(a2) 6%. + 2% m1 + 1 Ym-ı +" + WY m2 Y ma) (dx) +. 
其 中 1 yo 1 < 1, 级 数 除 第 一 项 外 ,其 余 每 一 项 都 由 前 一 项 代入 下 式 得 出 


Ym =" (a(x) 4. + 270% ma + YıYm-ı +" + 2Ym-2Ym-ı ) Cda)” 


在 区 间 1 x1 <1 上 一 致 收敛 。 
证 明 sd KF I << 1,1 q(x) 1 和 1,1x1 和 1, 因而 


gag SM ys 
同 理 
"CaCa (of + Byers) Cdx)” | 
S [1001 (hy 15421011 911) ds)" 
3 2a 
< On)! bal 
n 2 3 “5 3n 
(eo) + 2yoya + 27172) (dx)"| Ent” 
一 般 地 假设 
ma = Plana. + 2yoyn-2 + 2YıYm2 十 + 2Y m3 Y m2) (dæ) 
3 +. S---(2m - 3) maljan 
CATS 


那么 
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1 Yal = Pao. 2 mr + 2YıYm-ı + + 2Fm-2%m-1') ( dx)" 


<"[ | g(x) 1 Cyl? 42 yall yp yl t21 y Il ypg ltet 


21 Y m2 yn, 1) Cdx)” 
<? S o Om-1), ,¡m 


~ > (mn)! 
ey SD 21 NET TT BI: CA 


特 拉 斯 ( Weierstrass) 判别 法 可 证 上 述 多 重 积分 级 数 在 1 x|1 < 1 区 间 上 一 致 收 
伍 。 因 此 上 述 微分 方程 (3. 1) 的 通 解 为 收敛 级 数 。 


第 二 节 ” 非 线性 微分 方程 y” = p(x)f(y) + q(x) 的 解法 


对 于 非 线性 微分 方程 yx” = p(x)f(y) + g(x) ,其 中 p(x) q(x) 在 [a,b](a、 
为 实数 ) 上 连续 ,如 果 f(Y) Ele, d] led AER) 上 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 导数 ， 
[a,b] e [c,d] ,那么 方程 有 一 类 多 重 积分 级 数 通 解 。 

一 、 解 法 基本 定理 

定理 ”如 果 f(y) Elce, d] (cd HLH) 上 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 导数 ,其 中 
p(x) q(x) 在 [a,b](a 6。 为 实数 ) ERES [a,b] € [c,d], Yoyo +Y Yo + 
y +…+yne[c,d], 那 么 多 重 积 分 级 数 


2 PJ" + fps) [An +1) 100) | (do + 
" fola): [Fon +y +92) -—fl% +7) |)" pee 4 


"jp(z) [Ar rd) 
在 [c,d] 上 一 致 收敛 。 
证 阴 ”由 于 f(y) Elce, d)ld ARRO 上 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 导数 ,又 假 
E Yo Yo AE Yo + Y, +. + yn E [c,d] ,因而 根据 泰勒 展开 有 
2 my, 
Kyo tyi) = N) +f Cre)": Baur +. ¡E + 
In tn +y) = fyo tn)+sfnty)n + 


f'(yo +n) 2 PY NADO n 
a ARA Y 2 + 
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yo tN + ty) Sf Yo tN + ty) +f Oo ty + Ima Y + 
Jo tn to tm) 2 
St 

2! 
S” (yo + Y +... + Ym-1) m +... 
m! Ym 


显然 下 列 级 数 在 [d,d] 上 一 致 收敛 
d m) 
fyo +91) -fyo) =S 007, «e pat o) m4 


Sn tn +n) -fyo +) =f O +) + 
yo ty) 2 fly +y) m 
一 一 一 一 一 + 


21 2 m +... 
Sy tn ++) Sf Yo tY + + Ya) 
=f (yo ty +0 + Ya-ı) Ym + 
f (yo + a + Ym) 9 + 
SOEN + tI mr) m 
Im + ... 
因此 多 重 积分 级 数 
Yo +" fP yo) (dx)" +" fP [fv +y) —flyo) ](dx)” + 
"OL +y +y) SO +y) la)" + + 
[PCI LAI +y + + Yni) -Ao +V + + Yna) de)” + ee 
在 [c,d] 上 一 致 收敛 。 证 毕 。 
二 、 非 线性 微分 方程 的 通 解 
对 于 非 线 性 微分 方程 
y = p(*)fly) + q(x) (3.6) 


其 中 p(x) q(x) FEL a,b) ab AKRO LER, Ay) 在 [c,d](c、d 为 实数 ) LF 
在 无 穷 阶 不 为 零 的 导数 ,[a,b] e [c,d] 
假设 非 线 性 微分 方程 (3.6) 有 如 下 多 重 积 分 级 数 解 


yo PSI) Cdx)" +" [PAY +71) -fyo) Md)” + 
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"po [fv +9 +9) - fo +y) dx)” + … + 


ot) LA EN Hd S Yo + Yı + + Yna) ] Cde)" + + 
(3.7) 


其 中 
Ym =" px) y ty E Yaa) Lo tI + + m2) 1 (dx)", 


Yo Yo +t Vivo tH tr ty, e [cd ` 


把 (3.7) 代入 (3.6) 的 左边 得 
y + p(x)f(yo.) + p(x) Yo +y) -fy0)] +t p(x) Li +y +72) - 
In tn] + + ple) [fyo +y ++ Ya) -fyo tH E to 


= y” + p(x)fl¥o + Ys + + ma +) 


= y + p(x) f(y) 
WL ys? = q(x) 时 ,( 3.7) 是 (3.6) 的 解 。 


fi ys” = g(x) ,得 
Yo ="fq(x) (dx) " + Car" + Ca"? +- t Ca? + Cyn + Cy 


其 中 C,.C, Co 为 任意 常数 。 
因此 非 线 性 微分 方程 (3. 6) 的 通 解 为 
Y = yo +" [p( x) fly) (de)" +" fP [flv +y) - (yo) Ida)" + 


Ban +y +y) -Ayo + nd Cda)" + 
pl) LI +y to AY) S Yo +H + + Yna) ] da)” + +“ 
其 中 
Yn =S ro +y, + + Ima) -Ao +I + + Yna) Ida)" 
Yo =" fa(x) (dx)" + CX" + Car? te + Co CxO 
CoC, ve Cy, 为 任意 常数 。 
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对 于 一 般 高 阶 非 线 性 微分 方程 R(x,y,y ey) = 0, 经 过 变换 最 终 都 
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可 转化 为 y = Says"), MR Say) 在 点 
Po(%s¥os¥oo Yo) BERR Ul) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 偏 导 数 , 那 
么 方程 有 一 类 多 重 积分 级 数 通 解 。 

一 、 解 法 基本 定理 

定理 MR Sey) 在 点 pol or Yo”) AE SB 
Up) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 偏 导数 , Eloy yo oyo Lx, (yo + 


Nn) AND ee rn] e U(po), 
那么 多 重 积分 级 数 


Yo MIES "(da)" + {fle (yo +91), (Y iny oy 
(Y y)” ] AA 0 Y 0 ey >») Kan toe 十 
"fe, Dy. Yin. yi] -flx, > ， Drie Dx] pde)" + o... 
在 Ulp) 上 一 致 收敛 。 

证 明 HF y) ER Pola Yo 0 No) 的 某 邻 域 
Up) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 偏 导数 , 且 


(N IN Exes +71), (Yo + Y), (yo +y eP | we 


[x, Ir irn in” Y] e Ulp) 


因而 根据 泰勒 展开 有 
Say +y), C Hr] HSH Ys ) + 
ar ro yı + VRE, yo Nor Yu: 


m (n- Yi 
VAC, YoYo ,Yo D) a 
HERC +Y +Y), (Yo tn +y) + Yo tH +) ] = 
t (a-1) 
Sen +0 tn) n) | + 
AERC +A) (Oo DN Ir + 


2 
vif |x, (7 ty) rr) Vir +n? | 2 Ken 
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n "= y 
VF [ss +) (9 +H) end A 


ee 


m-i m-] m-1 m-2 m-2 m-2 
Ax, Ir ri, 2] = f[x, Èy: È yin yy d+ 
m-2 m-2 m-2 
Vix, Èy, Eys, Ny yn + 
i=0 i=0 1=0 
2 m-2 m-2 m-2 y 1 
YAA Sy, Y A ee g 
Al Ir: Zr: Ly: Pr 
m-2 m-2 m-2 ya 
V"flx, Èy, ypes O ar ro 
f=0 m 20 m: 
Z2, 2 ô 2 (9, 2 9 y 
其 中 一 ð + oy’ d (n-1) 9 (5, + oy’ + + ye) , 9 
m = (> + 2 . + 5) 
dy ay dy 


显然 下 列 级 数 在 Up) LAS 
O ] -Ka = 
2 
Va Yo Yo a T + Vf Yo Yo ) x +++ 
VA 0 70 ) a + f| EN +Y), (yo +y ty)» 
Cyo + yD) | -ffe Co y) 90 y) O yO] = 
AERC +y), (Yo +y) (Yo +y) ]> 十 
Y 


Vfl x. (y +H) Co tH) ti art 


Vf [x, (y +9), +y) | = + o... 


roo... 


m-1 m-1 m-i m-2 m-2 m-2 
fx, Zr Y ri, 2y] -flx, Èy» ro, 2yo] = 
i= i=0 i= i= is i= 
m-2 m-2 m-2 
Wx, Èy, Eye, Ny yn- + 
i=0 i=0 i=0 
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WD AI 
= i=0 
m-2 m-2 Y m-1 
Whe, D yi Zr, , y, (n-1) ] + 
2» 4 3 ð ð ð y 
re) 
n (ð ð 2 y 
人 
因此 多 重 积分 级 数 


ee la +0 rd. 
(yo ty) ] AA Yoyoy ) } Cda)" tet 


Kay Eri, yy l-A, Dro byot A) Kant + 
在 Ulp,) 上 一 致 收敛 。 证 毕 。 

二 、 一 般 高 阶 非 线 性 微分 方程 的 通 解 

对 于 一 般 高 阶 非 线 性 微分 方程 Fa yy sy’) = 0, 经 过 变换 最 终 都 
可 转化 为 

yo = flay sy?) (3.8) 

其 中 fx,y,y ID) TER pola yo Yo Yo”) 的 菜 邻 域 U(po) 内 存在 无 
穷 阶 不 为 零 的 连续 偏 导数 。 

假设 非 线 性 微分 方程 (3.8) 有 如 下 多 重 积分 级 数 解 


yo Mn ar)" + {fF [xs (90 +7), +), 
(Yo + y1) | -fx YoYo t y) pde)" +0 + 
m-l m-l m-1 m-2 m-2 m-2 
"HAs, re Is zu] - flx, Ir rm ZX | a)’ + 


... (3.9) 
其 中 


. m-l m-l] m-1 m-2 m-2 
Y. ="[{flz, QA RIA > rn] Han)" 


CREAR O E EXE +y), (Yo +7)’ so (Yo +y) 0" | wen | >， 
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Yn. Drier, yyw | € U(po) 
把 (3.9) RAG. 8) 的 左边 得 
en +) 


(Yo + yy en | -f YoYo yE) } toe t+ 
m-l m-l m-I m-2 m-2 m-2 
Ax, Ar Ir, zu JA, Ir rm, yy jee 
i= te i= is is i=0 
= Y +flx, yi iron; ye) 
i=0 1=0 i=0 
= yo” + Kay se") 


可 见 y = 0 时 , (3.9) 是 (3.8) HIRE y” =0, By = Cx + 
Cpa" teet Cx? + C,x + Co ,其 中 Co C, et, 为 任意 常数 。 


因此 高 阶 非 线性 微分 方程 (3. 8) 的 通 解 为 
y = yo Pr Y Cda)" ET [ss Cyo +71) Co tN) 


Yo eye | - fa, yo Yo") pde)" hos + 
le Fr E Be" | le E 


+ 


其 


m-2 m-2 


ro yy | | da)" 


Hy, = Cx + ox + + Ca + Cix + Cy CoC o Co 为 任意 常数 
m-l m-1 m-l 
Yn F JE? yy; Dyin yw | 一 
i=0 i=0 i=0 
m-2 m-2 m-2 
/|>， ye Myvi yy | ax)” 
i=0 1=0 i=0 
HERC +71) (Yo +y) (Yo +y)? | JA YoYo» E) = 
, n- ? n- y 
ACA Dy, + VACA, YoYo, N yoy t + 
m t n- yr t 
fr O) Ta al + 9 +92) +N AD 


(yo +Y +y¥,)) | ERC +y), (yo ty) (yo +y) E | = 


Al x, (Yo +71), (Yo +9), +y) |» + 
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Vf [x,y0 +) (Fo tH) os 


| x, (7 +) O +H) 


m-1 m-l 
flz, ro ri“ 


m-2 m-2 
Y«, Ir rm 
m-2 m-2 
vife, Y y: Dai 
i=0 i=0 


m-2 m-2 
vrf[x, È 7i» re 


v-2, 2 

其 中 ay * ay" 
vr (2+2 
dy oy 
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m . 
(n-1) ] Y. 
m! 


Sy | -f[», Sy, Dyes Ye» ] = 
¿=0 i=0 i=0 i=0 


m-2 

Se + 
i=0 

yo" Er faa + 


u) | Yo 
im mal 


2 
na- y 
(Yo +y) | 车 + 和 + 


第 四 节 数学 摆 运 动 方程 和 范 得 坡 ( Vanderpol) 方程 的 新 解 


数学 摆 运 动 方程 和 范 得 坡 ( Vanderpol) 方程 是 微 积分 方程 在 应 


用 领域 最 常 


见 的 两 个 方程 ,从 它们 对 应 的 自治 系统 方程 ,可 以 用 多 重 和 迭代 级 数 法 求 得 通 解 。 


一 基本 解法 
数学 押运 动 方程 


对 应 的 自治 系统 为 


相应 的 微分 方程 为 


f w(w 为 角速度 ) 
dw . 

a 777 (sing) - 

de = - £(sing) on 


(3. 10) 
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范 得 坡 (Vanderpol ) 方程 


ee -DE+x=0 
对 应 的 自治 系统 为 
dx _ 
dt =y 
I. "catty 
相应 的 微分 方程 为 


dy__x® _ 2 
dx ~ y HO x) 


微分 方程 (3. 10) (3.11) 都 可 归结 为 


v- p(s) = + g(s) Isisé 上 >0 


作 区 间 变 换 * = A 则 


IS 


BZ y = dz, Jl 


de _ gp(gx) 1 tales) 
dx & z 6 


微分 方程 (3. 13) 等 价 于 
z= af E aay +2 $e) de 


481 g(éx) | >l p(éx) | | 


假设 微分 方程 (3. 14) 有 级 数 解 
Z =Z% tz +z, te +2, tn 


代入 (3. 14) 的 右边 得 到 


(ee, +2, +2 + +z, t+) dx +2[ SE de 
= 2 fase), ar +2 re + of E de tet 


éq(éx) ... £q(&x) 
af z= Z dx + +2f z dx 
代入 (3. 14) 的 左边 得 到 


Y p(Ex) 
< 13] 5 a“ 
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(3.11) 


(3.12) 


(3. 13) 


(3. 14) 


(3. 15) 
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2 2 2 
mente ter ta 


+ ... + 
2242, + 2292, 十 …' + 2202, + "十 
22,2, 十 … +2zz, + 

(zy +2, +2 te tz, +00) = 1%2 14m 


teo... 


af u), ar =% 
2f UE de = (2 4222) 
af u), dx = (2 +22, #222), 
af Er), de = (22, +2zz + + + az) 
解 上 述 方程 ,得 
er era 


2 
Zai + 2202-1 + 22201 十 … + QZ, 2 1) ye? 


8 
Zu = Dealer) 
因此 微分 方程 (3. 14) 有 级 数 解 


z= pléx) (2) + 


6 2 ' 
= - per) + Dealer) (z + 2z021) + "+ 


_ 6 
2£q (Ex) 
Rey + Rolm- + 222m 十 O + 
微分 方程 (3. 12) 的 级 数 解 为 
B(s) ,_8 


zZ)’ + (2 + 22051) + + 


Y= =) YA)" 2€q(s) 
. ol + 2202-1 + 22,2, + +22, 22,1) he 
二 、 解 法 基本 定理 


z01= pléx) 
定理 Alm! Ee 


<1,H! x«l<1,BARKR 


第 四 章 ”一 阶 线性 变 系 数 微分 方程 组 的 
一 般 解 法 
一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 可 以 由 欧 拉 (Euler) 解法 求 得 , 而 一 阶 线 性 变 
系数 微分 方程 组 则 可 以 由 多 重 积分 矩阵 级 数 法 求 得 通 解 。 
一 解法 基本 定理 
ER OHRHa,(: f(t) (i,j 21,2, 1) 为 实 函数 ,上 为 某 一 实数 区 间 的 
自 变量 ,那么 多 重 积分 敌阵 级 数 
[ra + [aca)| [Fo ajos + [AD [acy [[roa]eja 十 … 十 
[[acey]” > [Ad can” + (4.1°) 
a(t) ap(t) * a,,(t) fit) 
Hp A(t) - ta (9) talt) “ee ta C0) F(t) = A) ,在 某 一 实数 区 . 
alt) aalt) + a,,(t) f(t) 
间 上 一 致 收敛 。 
WA HFA = 1,2.) 为 实 函 数 ,为 某 一 实数 区 间 的 自 


变量 ,因而 存在 实数 7 ,使 得 不 等 式 成 立 
la) lan, fT sgn, of <n,(i,j = 1,2--,n),n >0 


[foals MEO | dt < nt 
Y foul (na) 


[0[[roaja = Y foal [cede ae 


Y [al (na) 
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Y ( [Laca | dejas pa 
| 三 [ol OS cl 


Y flat (f (Euro Laja 


Y [e$ fol Lrc) 


fao [fAco[ [Fco a] sas = hke hol fico) 
y [e sX fa (re) dede 
(q)? 
31 
n (nt)? 
<| 3! 
2 (nt)? 
3! 
一 般 地 假设 
[[aco]™ > [Fa - (at)" = 


f È amol È tanaan Y [auf fice) auc) dd) 


m-i) 
IA (EE nen | 并 [rpaatar dd 


¡AT (EE tenia” Y [au[pe)auar)ar--ar) dt 
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n™ (yt) 
(m -1)! 


m-2 m-1 
n" (nt) 
<| (m-1)! 


a"? € LO A 
(m - 1)! 


同 理 ,可 得 
[facoJ”- [rar ca)” = 


[o 


E. ta 人 $, [as AC) aar)ar--ar) au 
[È eol È tonaal Y, faf} ear) deja 


> a «(f > 5. nm Y, [as fA) drdt) dreedt) dt 


1 


nr ( t)” 
(m-1)! 
由 于 MIT aT i E BE (EICHE 
( Weierstrass) FURIE) AES BARR (4. 1°) 在 某 一 实数 区 间 上 一 致 
收敛 。 
二 、 一 阶 线性 变 系数 微分 方程 组 的 一 般 解 法 
对 于 一 般 的 一 阶 线性 变 系数 微分 方程 组 
fa Q(t) anlt) + a(t) 17%, f (e) 
% |_ ta (1) on) e z(t) 及 + A (4.1) 


Xr ay (2) aalt) “ee Ann (1) x, Fa) 
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FP a O f(t), (i,j = 1,2,…,n) 为 实 函 数 ,i 为 某 一 实数 区 间 的 自 变量 。 
简 记 为 


X’ = A(t)X + F(t) (4.2) 
aN ay (t) anli) + antt) f (1) 
apr a} | ay O a0 AD PCD A 
Xn ay (t) aalt) + a,,(t) fh) 

先 考 虑 齐 次 线性 的 情形 
X' =A(t)X (4.3) 

假设 方程 组 (4.3) 有 如 下 多 重 积分 矩阵 级 数 解 

X =X,+ LOLA (4.4) 


BOX, = XX, = [A(2)Xydt,X, = [AO [amxa]a-x = [AWX,.d,-- 
把 (4.4) IL A (4.3) 的 左边 得 
X, + Tax, = X,+A(t) YX, = Xo+ A(t) X 
对 照 (4.3) SAA LA KY = 0 时 ,( 4.4) 式 是 (4.3) 的 解 


0 1 
KUN, = EE, 其 中 0 = | ° |E = | RAC) 式 得 (4.3) 的 基 角 
0 1 


和 矩阵 为 . 
X=E+ [AC Edt + [A| [am ear]de tee + 
[[acey]” B+ Cary” + (4.5) 
同 理 把 (4.4) 代入 (4.2) 可 得 (4.2) 的 特 解 矩 阵 为 
x = [ra + [am[[rora]a + [ato [[aco[ [Ft arar jar + + 
[[acy]”- [Atar Cdn)" + + 

因此 一 阶 线性 变 系数 微分 方程 组 (4. 1) AEREA 

X = + [4(DEd + [4()[ [a(1) Ear]es ho + 


第 五 章 ” 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 两 种 
级 数 解 的 内 在 关系 


对 于 一 般 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 y= aya oH a (i = 1,2,…， 


n) 为 实数 ,由 于 对 应 的 特征 方程 一 元 ”次 方程 = > ax, in > SHAH 
式 解法 ,因此 也 就 无 法 由 欧 拉 ( Euler) 特征 根 法 得 到 指数 解 ,但 是 可 以 由 高 阶 线 
性 微分 方程 的 一 般 解 法 得 到 多 重 积分 级 数 解 ,而 且 这 两 种 解 之 间 也 存在 内 在 
关系 。 | 

一 、 欧 拉 (Euler) 指数 解 和 多 重 积分 级 数 解 的 内 在 关系 

对 于 一般 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


= Yay (5.1) 

FE a(i = 1,2,…,n) 为 实数 , 自 变 量 为 1,t e [b,,b,],b, <0,b, > 0, 对 应 的 
特征 方程 为 

~. = Jas = (5.2) 


假设 xi xz 2,(p<sn) 为 特征 方程 的 单 根 ， a u 为 它 的 重 根 ， 
ASSIA y do ok ky + +t th +p=n ,那么 (4. 1) y RL Euler) e 


EROS 
p kj- | kg-l 
y(t) = Dicer + Zeo pat er + È rasat ?eT + et Lo Herr 
r=1 
HH c,(r =1,2,: =p) SC (perya, (51 =0,1,-++,k, -1) "(ps 2) ($2 =0, 1,.…,k, —1).、 
‘Cpr (Sq = 0,1,:-,k, = 1) 为 任意 常数 (5.3) 


由 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解 法 得 到 (5. 1) 的 多 重 积分 级 数 解 
y) = Dale" + Yao, can] 


BP HG = 1,2, 0,0) 为 任意 常数 上 e [b,b] (5. 4) 
简 记 为 


y(t) = LEO (5.5) 
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级 数 解 (5.3) 和 (5.4) 有 如 下 关系 。 
定理 1 对 于 一 般 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 y= Yay ,其 中 (i = 


1,2,…,n) 为 实数 , 若 它 的 特征 方程 w* = Zar ip +q(p+q<n) 个 互 不 相 


等 的 根 (包括 复数 根 , 重 根 只 算 一 个 ) YOG = 1,2,…,n) BEM n 个 线性 无 关 多 
重 积分 级 数 解 ,那么 指数 解 o* 和 多 重 积分 级 数 解 了 (!) (j = 1,2,…,n) 之 间 存 在 
如 下 参数 超越 方程 关系 
ao y as j-1 te [bb] (5.6) 

这 方程 有 且 只 有 p +9 个 互 不 相等 的 常数 根 ,而 且 这 p +g 个 根 也 是 对 应 特征 方程 
的 根 。 

证 明 ”首先 证 明 特 征 方程 (5.2) 和 参数 超越 方程 (5.6) Ap +q 个 互 不 相 
等 的 公共 根 。 

由 于 er 是 微分 方程 (5. 1) 的 解 ,而 (5.5) 是 它 的 通 解 , 故 有 


€ 


= THX) (5.7) 
对 (5.7) 求 导 上 -1 Kk = 1,2, -,n) ,得 
et = SO) (5. 8) 
把 上 =0 代 人 (5.8) ,得 
H, = EDT (5.9) 
把 (5.9) 代 人 (5.7) ,得 
„ce p0) j 
er 名 G _ 1)! p+2 
= 、 A YO, 
同 理 可 证 co Y A b= Lop th tsp +9 


因此 特征 方程 (5. 2) 和 参数 超越 方程 (5. 6) Ap + q 个 互 不 相等 的 公共 根 。 

现在 用 反 证 法 再 证 明 参 数 超越 方程 (5.6) 只 有 p + 4 个 互 不 相等 的 常数 根 。 

假设 (5.6) 除了 有 p + q 个 根 外 ,还 有 一 个 常数 根 a 满足 参数 超越 方程 (5.6) El 
at x. Y(t) 


"= D goe (5. 10) 
I ul- RTECS. 1) 的 解 ,因此 ”也 是 它 的 解 。 把 e" 代入 


G-1)! 


显然 》 
j=l 
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(5.1) ,得 


一 y aja” 
可 见 a 也 是 特征 方程 (5.2) 的 根 ,这 与 特征 方程 (2) 只 有 p + 9 个 互 不 相等 
的 常数 根 相 矛盾 ,因而 原 假设 不 成 立 。 
综 上 所 述 , 参数 超越 方程 (5.6) BERA p + q 个 互 不 相等 的 常数 根 ,而 且 
Xp +g 个 根 也 怡 是 特征 方程 (5.2) 的 根 。 证 毕 。 
定理 2 ”对 于 一 般 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ym = Ya? hali - 
2,…,n) 为 实数 , 它 的 个 线性 无 关 多 重 积分 级 数 解 了 (4) (j = 1,2,…,n) 与 
特征 方程 ** = ax“ 的 系数 有 如 下 关系 
人 一 1)1 


y,(t) Yı(t) =a, 
(n - 1)! 1 — 
0 [Y(t) -¥,(t)] = a 
(n - DY, (e) Y, (1) _ 
Y,(t) [ El rer = e (5.11) 


(n-1)!r Ye) nl] = 
YO Ln-1)! -Tn 2)1 
0 <k<<n-1,k 为 自然 数 。 
证 明 ”对 参数 超越 方程 (5.6) 关于 :i 求 导 一 次 ,得 


1 


e e YD yn 
xe” = 2; G-DF (5. 12) 
把 (5.6) 的 两 边 乘 以 xz(x 关 0) ,得 
Y) | 
xe" = 2 G-I” (5.13) 


由 于 参数 超越 方程 (5.6) 的 常数 根 不 依赖 参数 t, 所 以 (5.6) (5.12), 
(5.13) 除 增 根 x = 0 外 有 完全 相同 的 根 。 
把 (5. 12) 代入 (5. 13) ,得 


因而 有 
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_ (rn-1)!y, (n -1)1[ Y, (t) Y(t) 
Y(t) 16) + >) ra | F “Epi (5. 14) 


由 定理 1, 特征 方程 (5.2) 和 参数 超越 方程 (5.6) 有 完全 相同 的 根 , 因而 
(5.2) 和 (5. 14) 也 有 完全 相同 的 根 目 等 价 , 故 有 
ana =a, 


(n-1)! y _ 
Y.) [Y%(:) -Y,(4)] = a, 


(n-1)! es?) V(t) ı_ 
Y (t) yo -m p7’? k 


(ni! Y(t) Y(t) ] 
Y(t) l(n-1)! (n-2)! 
0O<k<n-1,k HAMMER, 
二 、 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 表达 式 
由 定理 2 可 知 若 已 知 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (5. 1) 的 一 个 多 重 积分 级 数 


解 ,就 可 以 由 (5. 11) REÍR n - 1 个 线性 无 关 多 重 积分 级 数 解 。 其 实 方程 组 
(5.11) 可 变 为 


a, 


na) = Dya) 
LO = =Y, (0) + [1,0 
a, 


21 a 1-1 1-1 
Y,(t) = a, Py ore fruto Cae) 


roo... 


nO = EH Fa fan") 


Ya) = 12 [Fan fro can" '] 


由 高 阶 线性 微分 方程 的 一 最 解法 得 到 (5 1) 的 一 个 多 重 积分 级 数 解 为 、 


Vi) =1+ Dl Dont) Can" (5.15) 
由 于 
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yo =1 
y, =" fa, (d) = E 
Y "(Fate)" (a) =a y pu 
2 £ i n! "各 (n +j1)! 
[> n a. , da 
=” a, j ma) t n 
nhf Cy CE 
x a,a 
= a, — AL ei? 
Ar (n+j1 +22)! 


Yn = an 2 (Y (LÈ 
Km-l)=1 ‘j(m-2) =1 R=! ‘jlel 
aa Qn “Qi(m-2) Qicm-1) pol tj2+e-+4j(m—2) +j(m-1) ) =) 
(n+jl +j2 +--+ +j(m -2) +j(m-1)! 
那么 
Ya ="f Yay dr)" = Ya [ya at) 
i=l i=l 
yn = 0 > ( y “(Y ( 
jm=1 ‘j(m-1) =1 R=1 ‘=l 
CCP Cn Bim ee ) a+) 
(n+jl +2 + +j(m-1) +jm)! 
因而 
n a. ; n n aa . 
Y, =1+ +4, Y —“*2"" +a, ER eg 
' n! È (n +51)! 名 名 (n +jl +2)! 


A a, a," a, a, 
a, ... NR “im-2)"j(m-1) 
DAD (EY (n + 用 + j2 +0 + j(m 一 2) +j(m-1))! 


pr tit ut ti(m-2) +j(m-1) ) Je) ho. 


同 理 
a z a ， 
Y =t+ a ger! +a i - n+l+jl + 
2 (n+1)! "rT 
a a aa . n na n n 
lt un ( | ( 
a 7 + +a 
2 2 (n +1 414372)! "(med =1 >a Bei ‘jel 


Qi An "Gi m-2) Bj(m-1) n+l 4/1472 +-- +j(m-2) 4 (m-1) J)e) +. 
(n+1+jl +j2 + +j(m -2) +j(m -1))! 
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(n -1) $a, a = (n - 1)!a, 2n-14jl x 
+ an 1)" taS (2n -1 +j)! +, 2, 
(a -1) lanar anisan 
一 一 一 一 一 一 二 一 tl + +e 十 a, tee 
(2n -1 +jl +32)! oh (3. (2, (Y 
o Mt ato pte mo)... ho. 
(2n -1 +71 +j2 ++ +j(m-2) +j(m -1))! 


因此 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 (5. 1 ) 的 通 解 为 
y= CY, +C +Y, + +C, Y, 
其 中 


a z a . Le a. a | 
Y =1 十 ip +a, a pre +a, jl 72 a+ 142 os 
! n! fh (n+ 1)! a Gejl +p)! 
Z Z ~ Z a,0.,* 0, a, 
a, ... NR ¡(m-2) "Km-1) 
DAB (> (> (n +31 +72 + + +j(m-2) +j(m-1))! 


pred tie Hm-2) 490-1) Je ) +. 


n 
a a, ， 
Y =ı + A +a P pt + 
? (n+1)! > (n+1+jl)! 
a n R n n n 
QQ . 
ee 
a, y 15 ee to +a, ( u ( ( 
RIÑA (n+1+jl +72)! ma) =1 Nim) =) rare) 
Ly Aa" “im-2) Fi m-1) ger 4j(m-2) 4 (m1) ))--- +... 


(n+l +31 +j2 + + j(m-2) +j(m-1))! 


Die (nl om wa。 
Y= t 1 + 2 2n+1 +a - 1 2" 141 + 
° (2n - 1)! "A (2n-14j1)! Ir 


(n - 1) la,a, 2n-14j1+j2 
— AE neh ty) +} free + a, ... 
(2n -1 +31 +2)! > (E. (> (Y 
(n = 1) lay ag "am 2)CKm | pris Resaca ))...] he 
(Qa-14+51 ++ +j(m-2) +j(m-1))! 


C, CC, vw SC, 为 任意 常数 。 


第 六 章 。” 一 元 n 次 方程 的 解法 


第 一 节 TN 次 方程 的 降 次 解法 


求解 一 元 高 次 方程 , 千 百 年 来 一 直 是 人 们 的 梦想 ,其 中 一 元 二 次 方程 一 元 
三 次 方程 一 元 四 次 方程 早已 经 被 人 们 用 根 式 破 解 , 但 一 般 的 一 元 五 次 以 上 的 高 
次 方程 就 无 法 用 根 式 求解 , 然而 由 对 应 的 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 得 到 的 多 重 
积分 级 数 解 和 指数 解 , 则 可 以 把 一 元 n 次 方程 降 次 为 一 元 n -1 次 方程 ,从 而 求 
解 方程 。 

一 、 一 元 n 次 方程 与 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 内 在 关系 

对 于 一 元 次 方程 


= Yan ~ 其 中 a(i = 1,2,..,n) 为 实数 (6.1) 
对 应 的 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 为 
= Yay" DD, (6. 2) 


HH a(i = 1,2,…,n) WER, 自 变量 为 ， 
t e [b,,b,1b, <0,b, >0 
由 欧 拉 ( Euler) 特征 根 法 可 得 (6. 2) 的 指数 解 为 ,其 中 为 方程 (6. 1) 的 


根 。 
由 高 阶 线性 微分 方程 的 一 般 解法 得 到 (6. 2) 的 多 重 积分 级 数 通 解 为 


y(t) = ye [et + > 了 ao] 


其 中 CU = 1,2,- -n) 为 任意 常数 ， e [b,b] (6. 3) 
简 记 为 ya) = owt 
其 中 O Ya Cay” Geiz) (6.4) 
因而 ee = Yon 
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Hi=0i=11=201=3 e 4=n-14RA(6.S) 4% 


C,=1 é= 2 CY(1) e = 2642) 
f= j= 


E EGO) = ez Y GY(n-1) (6.6) 
二 一 元 n 次 方程 的 降 次 解法 
由 (6.6) Hin -1 元 一 次 方程 组 
Y,(1) + CY,(1) +G) +. + GY.) =e 
Y,(2) + CY,(2) + CY,(2) + +C,Y,(2) = es 
Y,(3) + C,Y,(3) + C,Y,(3) +--+ +C,Y,(3) = e” 
Y(n-D) 40, L(2-1) +GY,(n-1) + +CY(n-1) = e 
Y,(1) Y, (1) vee Y,(1) C, ef - Y, (1) 
即 Y, (2) Y, (2) a Y,(2) C, _ e” - Yı(2) 


Y,(n-1) Y,(n-1) «+ Y, (n-DAC, ef y (n -1) 


(6.7) 
HF Y) YC) Y, (0) 线性 无 关 , 因而 方程 组 (6.7) 的 系数 矩阵 行列 式 

Y, (1) Y, (1) "e YG) 

pa 2@ BD = n ao 
¥,(n -1) ¥,(n —1) ... Y(n-ı) 
34 248 (Cramer) 法 则 ,可知 方程 组 (6.7) 有 如 下 解 
Di e _P..c -Pa 

C, = pe =p? „Cn = D (6.8) 


其 中 六 ERER D 中 第 i 列 换 成 方程 组 (6. 7) WART e - Y (1) e” - 
Y, (2) sre OF - Y, (n — 1) 所 构成 的 矩阵 行列 式 , 即 
YO) BO) + Ya). 有) Ya) = YA) 
D= Y,(2) ¥,(2) == Y.1(2) e” - Y,(2) Yal2) + ¥,(2) 


En-) ¥a-) = Ka-D ET -Ya-D Yan-) … Ya- 
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Y,(1) Y,(1) wee Y,_,(1) é Y,a (1) Y,(1) 
_| RQ) ¥,(2) + Y,() ef Y. (2) Y, (2) 
¥,(n-1) Y(n-D = Y (n-1) e Y, (n-1) Y, (n -1) 
Y, (1) Y, (1) “ve Y,_,(1) Y,(1) Y,a (1) Y,(1) 
Y (2) (2) ¢ Ya) Y2) Y, (2) Y,(2) 
¥a-l) Ka-) = Km) Ye-D Ka-D … Y,@-)) 
WIEN D,=A-B, (i =1,2,"*,n-1) 
Y, (1) Y, (2) see Y,(n -1) 
Y. (1) Y, (2) ee Y, (n - 1) 
其 中 A; = e! e” a erde 
Y. (01) Y (2) vee Y, (n - 1) 
YG) YQ) +“ Y (n-1) 
= éM; Ma + He Ma: 
其 中 Mi; My Mani 为 es ee 的 余子 式 。 
因而 方程 组 (6. 8) 为 
_ My + My + He Ma B 
27 D D 
c EM, + Mz + + e" M yo _ B, 
3 D D 
C = Minty + Myn ++ DEM nam _ Bony 
7 D D 
把 C,、C;、…、C, 代入 方程 组 (6.7) 的 第 一 式 ,得 
. Y,(1 
D [em, + My +0 +e FM, - B, ] + 
Y. 
a [eMn + Ma + + ec EM aa -B, | 十 … 十 
Y,(1) a- 
I [Mo + Man + + e Mota -B,, | = e -Y,(1) 
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LACAN + YIM Y DOM o) Jens + 
[Yo Meo +Y) My +" + DM aan Je toed 
[ADMa + (O May + + Y, (O) My Je + 

[nam + (DM, + + Man -D]e + 


Y(DD- [Y DB, + Y,(1)B, + + (lB | = 0 


Bb, = LO Min + YC) Mani +e 二 (DM aan 


1 
ba EM + Ma + YD Manon ] 1 


b, 


i 


1 
¿[DM + ¥,(1) My, + + Y,(1)M,,.,) | , 
0 
1 
b, = „ram, + Y (10M, + + 也 (LN ~ D| 
y 


c= {YD - [na + Y DB, + + YC) Bay I} 


z = ef, 即 上 = Inz (6. 10) 
ABA (6.9) 式 变 为 
ZT +b a 0 (6.11) 


这 是 一 元 n - 1 次 方程 通过 同样 的 方法 ,可 以 把 (6. 11) 变换 成 为 另 一 个 一 
元 -2 次 方程 ,直至 降 次 到 一 元 四 次 方程 为 止 。 把 一 元 四 次 方程 的 根 , 依 次 代入 
每 级 转换 式 , 即 可 求 出 一 元 n 次 方程 (6. 11) 的 最 终 解 。 

Ritz, \Z2 °°" ZUR 是 方程 (6. 11) 的 nn -1 个 根 ,那么 Inz, ‚Inz, sw ‚Inz,_, 就 是 
方程 (6. 11) Bn -1 AR, - (a, + Inz, + Inz, + … + Inz,_,) 是 第 = 个 根 。 


第 二 节 ”一 元 n kA RRB 


一 元 "次 方程 只 = Y aa , 除 上 述 降 次 解法 外 , 也 可 以 根据 泰勒 展开 用 
BERM 
定理 MRES) 在 m 的 某 个 8 BR Ug 8) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 
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连续 导数 , 且 和 ,xzo +x, AA re Hq He Ulos) ,那么 级 数 

Xo + f(x) + [flxo +x) $01 + (flay t+ xy +x) - flo -%,)] toet 
[fo + + + rm) MA tm to + 2) ] + 
在 U(x, ,6) 上 一 致 收敛 。 

证 明 ETARE) 在 x 的 某 个 8 邻 域 U(xo,6) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 
连续 导数 , 且 x0 xy tm tn tan te U(xo,6) ,因而 根据 泰勒 展 


开 有 
7 m) 、 
fr +) = flay) +f (x0)% Bea bon ¿EGO , 


flxo + %, +a) = f(xo +x) +f (xy ta) am), +++ 


flxo +t xi toetan) = fxo0 ta tt tra) AL (A + + + 1% + 


f(xo +X + + mr) 2 f> (9 + + + Ri) m 
| ne Km + ... tm x + ... 


f'(%) 2 f(m)(%) a 
>, * ml + oon 


flxo +x) - Kr) =f (0) + ar” 


A+ +x) -fx +) =f (xo + %,) x ¿Pr +o + 


f(xo + %) n 
— + eee 
m! 
flxo +4, tr) fr ta tt) =f xo 十 Xi +0 ra) + 


f(xo tx + +2%m 1) 2 FU A A) m 
Tn + ... + mf F + one 


m 


...... 


因此 级 数 
xo + fl) + [flxo +x) -fx0)] + flo +x, +02) -fxo +x,)] + + 
[flay +x, tt) Mo ta to m2) ] + 


在 U(x, ,6) 上 一 致 收敛 。 证 毕 。 
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二 ,一 元 次 方程 的 级 数 解 
对 于 一 元 n 次 方程 x" = Dar” (其 中 a 为 实数 ) (6.12) 


n 
Rase, We” = Y aer”, 
i=l 


_ 1,0 y 
Bp y = „nd ae , 
` 1 k n-i 
设 y = in Ya” = fy) (6. 13) 
is] 


显然 f(y) EN WHET 5 BR Uy, 8) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 导数 , 因 
而 不 妨 假设 方程 (6. 13) 有 如 下 级 数 解 
y-ytryıtryty tr AY te" 
= yo +f(y0) + UC +y) -fy0)] + fen ty +y) LO tn] + + 
[flyo +Y + tm) -fyo ty tt + m2) ] + (6. 14) 
HP yn = [f(yo ty te + Ya) fo ty A Yma) yoyo+7i 
Ya +Y ++ Ya +7 € U(y,,6) 
把 (6. 14) 代入 (6. 13) 的 左边 得 
Yo + fy0) + fin tn) -7 + ro +9 +9.) -fyo tr] te + 
[flyo ty tot + Yna) -S Yo tn to + ma) tn 
= Yo +f(yo ty tot Ima tt) 
= yo + f(y) 
对 照 (6. 13) 的 右边 ,可 见 y = 0 时 ,( 6.14) 是 (6. 13) 的 解 。 
因此 方程 (6. 13) 的 一 个 解 为 
Y SY ty +y +Y tot Vm hr 
= Yo thy) + +7) -£00) + An tn +h) fr tnd] + 
Un + yr + rm) SS Yo ty H+ Ima) j +" 
其 中 yo = 10， 


1 n 
Y, = „mia, 
Ya = [fyo tr + + ym) I Yo + Y +" + ¥m-2) J 
fyo +t yr tr) SH tN + ra) SS Yo tM +t Im Y + 


f(yo ty + tm) a SE (yo ty + + Mm) m 
Ta E ... + nl Ym + eee 


求 方程 (6. 13) 的 另 一 个 解 。 设 5(7) =fly) +a -yy =* 为 方程 (6. 13) 的 
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一 个 已 知 解 。 
根据 泰勒 展开 有 
ely) =g(s+ty-s) 


= g(s) +g'(s)(y-s) ¿Ey y +. E y ay qe 


由 于 y= * 为 方程 (6.13) 的 一 个 已 知 解 ,因而 方程 
m) 
DEN tr 0 


y-Ss 
Bp 
De > ( € 21g (5) 
y O +] O 


与 方程 (6. 13) 有 同 解 ,通过 同样 的 方法 可 求 得 方程 (6. 13) 的 另 一 个 解 为 
y= Yo ty + 和 + 和 十 十 yw 十 
= Yo +P(yo) + [ply +n) — Ply) ) + plyo +y +92) -PC tH] + 二 
[p(% +y + Ya) -p(y ty +" + Ym-2)] + 


>. -218'(5) 
其 中 yo 二 3 e"(s) , 


(m) 
p(y) = OLA Dos + E - 5)" ++] 


Ya = [p(yo + Yı + Ima) — PCY + Yı +" + Ya) ] 
plyYo +H tt) PN AH +" Yna) = PC AN + Y Im + 
" eee (m) ... 
Pp (yo + Yı N Pda pe P — + ¥n-1) man. 
假设 方程 (6. 13) En MA, 通过 同样 的 方法 可 求 得 方程 (6. 13) 的 另外 
n -2 个 解 。 


因此 一 元 二 次 方程 (6. 12) 的 两 个 解 为 


yO+f(y0) + [f(y0+71) -所 70)]j+LRyo+y1+y2) Ayotyi) ] +4 rr to ty mm) Arty +t +Ym-2)) + 


Xi =e 
— 1. (n-i)y 
REO) = En ae, 
Yo = 0， 


= fixe) = Im Ya, 


= [fly +Y te + ya) A Yo ty +…+yn2)] 
In tn ++) -S Yo tr + +) ES tH +" + Y Y + 
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LO +H +" ym).. ¿EN + + mad m 
— TTY . 
2! m! Ym 


otp(y0) +[p(70+71) -p(y0) ] +[p(yo+71 +72) -p(y0+70) Te + rigor += +ym-1) -PCO tY1 ++ Ym2) ] + 


aoro Y E y mr], 


X, = e” 


其 中 p(y) =- 76, Hols 


SA (n-i) 
g(y) = Lin Y ae "+a-y 
_2!1g'(s) 
g"(s) 


yn = [p(yo +y + 
toe ty,) SPC tH torts 


Yo 
+ Yma) pty] 
mid) =P tH + AY Y + 


plyo + yi 
"(yg ty tot Wo ty, bo + 
PY + Ym-ı) 2 4.4? (Yo 2 Yn-1) m en 


2! 
假设 一 元 n 次 方程 (6. 12) 有 个 解 ,通过 同样 的 方法 可 求 得 方程 的 另外 


n -2 个 解 。 


第 七 章 《超越 方程 的 解法 


第 一 节 超越 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 


由 第 五 章 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 两 种 级 数 解 的 内 在 关系 不 难得 出 如 下 
定理 。 


超越 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 BRE = Y ax" ,其 中 a(i=1, 


2,.…,n) 为 实数 ,存在 一 个 对 应 的 一 元 次 特征 方程 ?= S bu- , 若 特征 方程 


A pt+q(p+q<n) 个 互 不 相等 的 根 ( 包 括 复数 根 , 重 根 只 算 一 个 ) , 那么 超越 方 
程 有 且 只 有 P + 9 个 互 不 相等 的 根 ,而 且 这 p + q 个 根 也 是 对 应 特征 方程 的 根 。 
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一 般 的 超越 方程 经 过 变换 ,都 可 以 化 为 如 此 形式 x = f(x) +a, Aa = e + 
a,x = sinz +x + 0, 其 中 a 为 实数 ,如 果 函 数 /(x) 在 xo 的 某 个 5 邻 域 U(x ,6) 
”内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 导数 ,那么 超越 方程 可 以 求解 ,并 且 具 有 解 的 一 般 
形式 。 

一 、 解 法 基本 定理 

定理 MARRAS) 在 % 的 某 个 8 邻 域 U(xo,6) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 
连续 导数 , 且 xo wo ta + Xi to 二 Mn + | U(x ,5) ,那么 级 数 

Xo + f(x0) + [f(xo +x,) - f(x) ] + Bier +x +x,) - f(x +x,)] t'e + 
ao ta + xna) 一 ARxo+x to +2,,)] 
在 U(x, ,6) 上 一 致 收敛 。 . 

WEAR eR (x) En 的 某 个 8 邻 域 U(xo,6) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 
连续 导数 , 且 xo xo 4 Ao A A ta, + e U(x 0), AMBER 


开 有 
了 m) 
flay +21) = flay) +f (ap), PD + go g 


Ka +2 +a) = fon +) +f (xo + %,) x, ets tet 
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flxo + Xi tt.) fon tH, tt ta) +f (A + x + rn + 


f'(% + + + Hy) 2 
m 


21 ++ 
f” (x + x +++ Kun) m 
_M NH 


mt’ 


显然 下 列 级 数 在 U(xo,6) 上 一 致 收敛 
flay +) flay) = Y +r No) on + 


flota), 
— + ... 


foxo + +22) —fl% ta) =f (Xo +%1)x%) + + 


Sa tx + ra) — fxo AA + ra) Sfl ta + +2 3%, + 
Sox +x + + Fmt) 2 ho ¿o == = tani) m he. 
因此 级 数 
xo + f(x) + [f(xo +x) —fl%o) ] + [flxo +x +22) - fx +x,)] too + 
tat tn) AA te tana) | + 
在 U(x ,6) 上 一 致 收敛 ,证 毕 。 
二 、 超 越 方程 的 一 般 解 法 
一 般 的 超越 方程 经 过 变换 ,都 可 以 化 为 如 此 形式 
x=f(x) +a (7.1) 
其 中 a 为 实数 ,函数 x) 在 xo 的 某 个 5 邻 域 V(xo,6) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连 
续 导 数 。 
假设 超越 方程 (7. 1) 有 如 下 级 数 角 
X =X0+X tn tH, tee ta, ter 
= xo +f(x0) + [flxo +21) - 0) ] + fl +2, +) -f +1) ] +0 + 


U + + +2.) — fu +0 to +2.2)] + (7.2) 
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其 中 xz。 = [f(xo tx, +" +25) -f(xo ta, t+…+X% 2)] ¿Ig Xy try 
Kot tee +4, + © Ula) 

把 (7.2) RA (7.1) 的 左边 得 
Xo + 所 io) + [flxo +21) -fx0)] + [flxo +x, +a) -Kao +21) ] ++ 
[flay ta, tern) — fxo ta, to tang) ] te | 

= Xo +f(xo +x +" + x] +") 

= xo + f(x) 

对 照 (7. 1) 的 右边 ,可 见 %。= a 时 ,(7.2) 是 (7.1) 的 解 。 

因此 超越 方程 (7. 1) 的 一 个 解 为 

X = Xo +X, +X. ++ +X, +0 
= Xo +f(%) + A +%1) -xo ] + [flxo +0 +0) fo +x,)] + + 


[flxo + x + +2) -fixo +x + +xn2)] + 


其 中 ,xo =a, 
% = [flxo + x + +) Ao + XI to +2. 2)] 
form tra.) MAA to tana) =f (my ta + + ,)x, + 
ENEE? pr + wm) IC +% e + nat) m ke 
! m 


求 超越 方程 (7. 1) 的 另 一 个 解 , 设 8(*) = fle) + a - x,x = s 为 超越 方程 
(7.1) 的 一 个 已 知 解 。 
根据 泰勒 展开 有 
(2) = gls +x-3) 
= (5) gt TERETE E a -n+ 


由 于 x = s 为 超越 方程 (7.1) 的 一 个 已 知 解 ,因而 超越 方程 
E ps) + EDs) + q E (gy 4 = 0 


x-Ss 


En 


x=- 


LOVERS MS y yn 2lg (s) 
Foy =s) tee E C =s) + + gs) 


与 超越 方程 (7.1) 有 同 解 ,通过 同样 的 方法 可 求 得 超越 方程 (7.1) 的 另 一 个 
解 为 
Knut +X, 十 Ma 十 … 十 X tee 
= ay + p(x) + [p(x% +%,) — p(x0)] + [play +x; +2) -plo +m)] + + 
[p(xo +a to tm) - Pla ta tt +2. 2) ] ++“ 
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其 中 ,x = PELO, 


g'(s ) 
p(x) =- Pe -5)’+- 2D Gg -5)"? 4+ | 


x, = [plao 4% to +2. 1) Pla tx +" +%n-2) ] 
P(% + +" tan) - Pl HH + tXna) =p (X HH + Hy) + 


p'(% +x + + “+ Xml1) 2 4. ¿20 (m + at + nat) ‚m Po 
假设 超越 方程 (7. 1) 有 天 个 解 ， EUA RABO 1) 的 另 
外 上 一 2 个 解 。 
三 、 超 越 方程 求解 具体 例子 
求解 超越 方程 
x=e +a (7.3) 
其 中 ;为 实数 


由 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 两 种 级 数 解 的 内 在 关系 可 知 超越 方程 (7. 3) 最 
多 只 有 两 个 解 。 

显然 函数 e 在 % 的 某 个 5 邻 域 U(xo 6) 内 存在 无 穷 阶 不 为 零 的 连续 导数 ， 
因此 超越 方程 (7. 3) 的 一 个 解 为 


一 1 1 
元 =ate +(e” +e ee 
m! 


pot 2 ptr 
[ ex, + or 44m + | + + 
mt 
(x9 451 ttam) (xp +2] + +2m-1) 
... e e 
[em tml) a + + + 一 一 一 一 人 十 …| +... 
2! m! 
Cant era P ettn ‘+xm-1) > er te tm) m 
0421 temo] >> A ... 
HB x.) =e my 十 和 ee pee + 2 m! xm 十 


设 g(x) =e tra -x,z 为 超越 方程 (7.3) 的 一 个 已 知 解 ,那么 超越 方程 
(7.3) 的 另 一 个 解 为 
Z, = X + p(X) + [px + 为 ) —plx0)) + [px +% +22) -pxo +%)] + + 


[p(x +x to +) - plxo ta +t +x.2)] + 


其 中 zo = x, - PE 


e) ’ 
= g”(x,) 2 .8 (2) — 3 m2 
p(x) 一 2G, ELE (x —%, ) + "+n C -x,) + | 


La = [p(x +x +: +) ~ p(xo ta, + + %m.2)] 


第 八 章 ”粒子 波 函 数 新 理论 


第 一 节 We 


多 重 积分 级 数 法 在 物理 学 量子 力学 方面 有 很 好 的 应 用 ,用 它 可 以 建立 起 一 
套 全 新 的 粒子 波 函 数理 论 , 这 套 理论 可 以 很 好 解析 基本 粒子 如 质子 、 中 子 、 电 子 、 
光子 等 物质 的 形成 ,以 及 它们 的 质量 能量 .运动 速度 .相互 作用 力 的 统一 规律 ， 
也 就 是 说 物质 的 形成 质量 能量 .运动 速度 .相互 作用 力 等 存在 完全 统一 的 量子 
化 规律 ,可 以 用 完全 统一 的 量子 公式 来 表达 。 

为 了 更 好 地 建立 起 这 套 粒 子 波 函 数理 论 ,我 们 先 来 回顾 一 下 物理 学 的 一 些 
基本 知识 理论 。 

牛顿 运动 学 三 大 定律 : 

(1) (惯性 定律 ) 任何 物体 如 果 不 受 其 他 物体 的 力 的 作用 ,就 会 保持 静止 或 
匀速 直线 运动 状态 。 

(2) 在 力 的 作用 下 质点 所 获得 的 加 速度 的 大 小 与 合力 大 小 成 正比 ,与 质点 


质量 成 反比 ,加 速度 的 方向 与 合力 的 方向 相同 。 其 数学 表达 式 为 a = 2, 


(3) 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 ,方向 相反 ,并 在 同一 直线 上 , 用 公式 表示 
Ñ OTRA Br 的 相互 作用 引力 与 
物体 的 质量 乘积 成 正比 , 与 物体 间 的 距离 平方 成 反比 , 用 公式 表示 为 = 
c+ 2 

电荷 相互 作用 定律 (库仑 定律 ) :带电 物体 的 相互 作用 力 与 物体 的 带电 量 乘 
积 成 正比 ,与 物体 间 的 距离 平方 成 反比 ,用 公式 表示 为 F = kK 全 从。 电 性 相同 , 表 


现 为 斥 力 ; 电 性 相 异 ,表现 为 引力 。 

麦克 斯 韦 在 总 结 前 人 工作 基础 上 ,于 1865 年 提出 了 完整 的 电磁 场 理 论 ,他 
的 主要 贡献 就 是 提出 了 “ 涡 旋 电场 ”和 “位 移 电 流 ” 两 个 假设 ,从 而 预言 了 电磁 
波 的 存在 。 

麦克 斯 韦 电 磁场 理论 :麦克斯韦 方 程 积分 形式 
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单 色 电 磁 波 ,整个 黑体 就 发 出 连续 的 辐射 ,而 每 一 个 频率 为 v 的 谐振 子 的 能 其 是 
不 能 连续 变化 的 ,而 只 能 取 一 些 分 立 的 值 ,这 些 分 立 值 均 为 某 一 最 小 能 量 e 的 
整数 倍 , 即 e = neg, n = 1,2,3,… 

和 氢 原 子 的 光谱 规律 : 氨 原 子 光 谱 的 波 数 有 巴尔 末 公 式 


玻 尔 理论 :1913 年 ,丹麦 物理 学 家 玻 尔 (N. Bobr) 根据 卢 瑟 福原 子 模 型 和 原 
子 光谱 的 实验 规律 ,并 接受 了 普 朗 克 的 量子 理论 ,对 原子 结构 问题 提出 了 新 的 假 
设 , 从 而 建立 了 和 氧 原子 理论 , 据 此 能 较 好 解析 氢 原 子 的 光谱 规律 。 玻 尔 理论 的 基 
本 内 容 可 以 归纳 如 下 : l 

(1) 氨 原 子 中 的 电子 在 原子 核 库仑 场 的 作用 下 绕 核 作 圆 周 运动 ,但 它 只 能 
在 某 些 不 连续 的 圆 轨道 上 送 动 , 因 此 ,整个 原子 体系 只 能 具有 一 系列 不 连续 的 能 
量 状态 。 在 这 些 状 态 中 ,电子 虽 作 加 速 运动 但 不 辐射 电磁 能 量 。 这 些 状态 称 原 子 
的 稳定 状态 (简称 定 态 ) 。 每 一 个 定 态 都 对 应 一 个 确定 的 能 量 值 。 

(2) 只 有 当 原 子 从 一 个 定 态 (五 ,) HABI ERE) 时 , 它 才 发 射 (或 吸 
We) 单 色光 ,其 频率 v 由 下 式 决定 :v =l E, — E, | /h, 

(3) 在 电子 绕 核 作 圆周 运动 的 轨道 中 ,只 有 满足 如 下 条 件 的 那些 轨道 才 对 


应 原子 可 能 的 稳定 状态 :电子 轨道 运动 的 角 动 量 p。 必须 等 于 六 的 整数 倍 , 即 
Pp =n Om n=1,2,3,-° 


我 们 已 经 知道 光 具 有 “ 波 粒 二 象 性 " .1924 年 法 国 物理 学 家 德 布 罗 意 (De. 
Broglie) 提出 ,实物 粒子 ,如 电子 ,质子 .中 子 等 ,也 具有 "“ 波 粒 二 象 性 ”。 一 个 质量 
为 m 以 速度 4 作 勾 速 运 动 的 粒子 ,一 方面 可 用 能 量 E 和 动量 p 作 粒 子 性 的 描述 ， 
另 一 方面 又 可 以 用 频率 v 和 波长 A 作 波 性 的 描述 ,而 联系 这 两 重 性 的 关系 为 
E = hv,p = h/Ao 

在 德 布 罗 意 假设 的 基础 上 ,奥地利 物理 学 家 萨 定 计 建 立 了 在 势 场 中 微观 粒 
子 的 波 函 数 所 遵循 的 微分 方程 , 即 桩 定 证 方程 。 


Bene urn 


到 目前 为 止 ,我 们 知道 宇宙 中 的 物质 都 是 由 分 子 构成 的 , 分子 由 原子 构成 ， 
原子 又 由 原子 核 和 核 外 电子 构成 ,而 原子 核 又 由 质子 和 中 子 构成 。 质 子 . 中 子 . 电 
子 .光子 等 又 统称 为 基本 粒子 。 它 们 之 间 的 相互 作用 共有 四 种 :万 有 引力 .电磁 
力 、. 强 相互 作用 力 和 弱 相 互 作用 力 。 那 么 基本 粒子 又 是 由 什么 东西 组 成 ,它们 又 
存在 着 怎样 的 相互 作用 ?下 面 我 们 将 作出 探索 性 的 论述 。 
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第 二 节 粒子 振幅 方程 的 建立 及 解 方 程 


一 ,粒子 相互 作用 定律 及 绕 核 旋转 模型 

(一 ) 粒子 相互 作用 定律 

从 牛 吨 万 有 引力 定律 和 电荷 相互 作用 定律 不 难看 出 ,物体 间 的 相互 作用 力 
都 有 相似 之 处 ,到 底 物 体 间 的 相互 作用 力 可 不 可 以 用 统一 的 公式 来 表达 ?下 面 我 
们 将 推导 出 肯定 的 答案 。 

假设 粒子 a 与 粒子 5 间 的 相互 作用 距离 为 ,粒子 a 在 吸收 粒子 6 辐射 出 的 
一 个 相互 作用 介子 后 ,就 会 向 粒子 2 辐射 出 mn。 个 介子 ,粒子 5 在 吸收 粒子 a 辐射 
出 的 一 个 相互 作用 介子 后 ,也 向 粒子 a 辐射 出 n 个 介子 。 

设 介 子 的 交换 速度 为 以, 介子 的 质量 为 %, 那 么 粒子 a 与 粒子 45 的 相互 作用 


时 间 为 At = +, 
H 


粒子 5 在 At 时 间 内 向 半径 为 r 的 球面 空间 任意 一 点 辐射 出 介子 的 机 率 为 
球面 积 dr? 3 


球体 积 4 aP T 


因而 粒子 a 吸收 粒子 5b 辐射 出 的 介子 数 为 -zu 粒子 a ERKAT b 辐射 出 


3n h 


的 介子 后 ,处 于 受 激 辐 射 状态 ,在 At 时 间 内 向 空间 辐射 出 总 的 介子 数 为 一 
因此 粒子 a 受到 的 相互 作用 力 为 


In,n, 

“ww 2 
r m a = wet (Bw = 3n,n,op’ , 称 为 势能 因子 ) 

同 理 粒子 5 也 受到 同样 的 相互 作用 力 。 

因而 粒子 间 的 相互 作用 存在 以 下 定律 :粒子 间 的 相互 作用 力 与 各 粒子 辐射 
出 的 传递 作用 力 的 介子 数 乘积 成 正比 ,与 粒子 间距 离 的 平方 成 反比 。 

由 此 可 见 物体 间 的 相互 作用 力 可 以 用 统一 的 公式 来 表达 。 

(=) 绕 核 旋转 模型 

我 们 首先 建立 一 个 物质 结构 模型 ,然后 再 来 探索 物质 结构 及 运动 规律 。 

假设 粒子 5 的 质量 为 MM, 粒子 a BA m, M >m, BEF bE PRES a A 
动 ,为 核心 粒子 a BISHER. ,粒子 a 绕 核 旋转 速度 为 ,粒子 a 合成 速度 为 


F = 
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T = 机 + 如 。 设 粒子 o 离 核 的 距离 r = % 时 ,势能 为 零 .粒子 a 的 势能 为 U = - ©, 
其 中 必 为 势能 因子 ,为 常量 ,动能 为 及 = Im uU mE = 时， 粒子 a 处 


于 定 态 绕 核 旋转 ,因而 B= 祖上 ,总 能 量 E = E, +U = eee 
的 相互 作用 力 。 如 图 8. 1 所 示 。 


二 ,粒子 振幅 方程 的 导出 

假设 自由 粒子 以 动量 P 能量 已 沿 x 轴 方向 作 匀速 直线 运动 , 则 其 波 函 数 的 
具体 形式 为 岁 (x,t) = poe EE- 对 x 和 :都 取 二 阶 导数 ,可 得 一 维 空间 自由 粒 
子 的 振幅 方程 ( 含 时 间 变 量 ) 


Vy(z,t) = (5 trp) (tr P’) p(t) V = fe +5 
推广 到 三 维 空间 ， 则 自由 粒 于 的 振幅 方程 为 
Vu(7,t) = (= a; 站 vr.) 


VV= 一 + 全 一 一 (8.1) 


若 粒子 在 势 场 中 运动 , 则 其 总 能 量 巨 后 应 为 动能 MARE U ZH, BA E, = 
E -U, hF p = 2mE, RAER, 中 得 在 势 场 中 粒子 的 振幅 方程 为 


wur = (“a [Tr O 


66 现代 数学 与 量子 力学 
方程 y = 0 的 两 个 基 解 为 
Wor = 1 
UN = Í ( [| ( fo . r singdrdgdé@) r singdrdgdé) didt 


= [Je . d(3.7°)deospd6) d{ 1° )deospdé) dede 


= Zr tcosp 
作 球 坐标 变换 后 (8. 4) 式 又 可 变 为 


ES _Psingdrdpdß)Psinpdrdpdß)dedt 
= Y, + SUS EEE 8m ST mp U) ynd (4)a (37) 


dtdt) deospdcosp) dede 
HFE=-I2E-U- 2%, 


vr III? 


al LE Eu *) ) dede) deospdcosp) dedo (8.5) 


ve) 


把 yo = 1 代入 (8.5) A, 并 设 
I, = ff- Sr. ‚(> „a (37) dede) deospdeosp (8.6) 
则 方程 (8. 2) paren 


Ya = 1+ > |(- SE.) dd (8.7) 
Ya) = 工 + 2 (- pt Ei (8. 8) 
在 (8.7) APAFI, RE 0, AA BR, AED] 
gr” 


Ya =1+ È 1)” (ie TT 


ee ew 


(ee 
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= An? 7 LL 1, 
同 理 把 yo = (TR) n)? (EN 二 eeosp 代 人 (8.5) 式 ,得 
方程 (8.2) 的 另 一 个 基 解 为 


Ya) = (er n) + + 工人- Inn ZA 全 [全 ¿dede (8. 9) 


yo) = EA Èo 1)" (ee =) E (8. 10) 
118.9) APEPI KA ORTUBE VERIN 
Va, = e me, E Èo 1)” ON 
DSL 


因而 方程 (8.2) 有 如 下 形式 的 解 


ý= Ce (8.11) 
在 定 态 情况 下 UA Yo (6) = y(0 + 2n7) ,因而 
(en? =n n=0,+1,22,-- 
p= (8. 11a) 
4T mw 
由 归 一 化 条 件 
Cy pdo = 1 
得 c= (8. 11b) 
21 


(8. 6) 得 了 的 一 个 基 解 
La =1+ a 2 区) id( 二 md (3 )) did) deospdeosp 


=-1+ ES fff- JU. (7 )a (37) )dede) I,i deospdeosp 
设 I, = f f(- a. ‚dl r)a( Zr ))ardr, 


则 lo =1+ I w JUL, ¡Acospdcosp (8. 12) 


En 
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2 l 2.2 7. 2m 
Lao =1+ 2 (- 1) am (727) icosp| IL, 
在 (8. 12) HPA TU, AÑO, ama BR I, 为 常量 I, W 


Lo =1+ yo 1)” (E me dep “icosp] " 


= cos[ E m)” cosg] 


ly = (F dracon + X fo o (LET. 


II„I,_ıd(icosp)d(icosp) 


m*m-1 


L vo 
I, = mu” , 13 grc0s + (- 1)”. 
(b) h ) 3 p 之 ) 


+ m+ 
lee n, 
同 理 


Kan = sin (7211) icose] 
由 (8. 14) (8.17) 式 ,得 
1 = LEEN] 
在 定 态 情况 下 , 必然 满足 
I(cosp) = Ilcosp + 21m), 


(8. 13) 


(8.14) 
(8.15) 


(8. 16) 
(8. 17) 


(8. 18) 


(8. 18a) 


(8. 19) 


因而 
ES y =1 1=0,41, #2, 
1 =-2E 
Mi =1+ È fdl- Zn. a(t )a( 7) ddr 
NS 1) Gm, dh) a( Br) ded 
Y 


m, = | Sm, (Leah), 
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则 
I =1+ È Í (- 1) HI, dtdt (8. 20) 
Mey =1+ YD" M (8.21) 
在 (8.20) 式 中 由 于 I, RE t, AMA ABR 1 为 常量 IT, Mil 
_ a (JT) _ 
Miu =1+ 之 (- 1) Com) ” cos( viik) (8.22) 
ly = 3704 MS 1) IL, IT, dede (8.23) 
May = Br H È OD" gl, (8. 24) 
间 理 I, = sin( vIe) (8.25) 
Hy (8.22) (8.25) 式 得 由 = e Mi (8. 26) 
在 定 态 情况 下 ,必然 满足 HO) = I(t + 25) ,因而 
VII =s H= =0,+l, 圭 2,… (8.27) 


(8.8) (8.13) (8.21) RI, = [Gm (hr) Le) 2) 
的 一 个 基 解 
© Aen mw?\” (Aercosy) ” 
yo =1+ Z| Fr Tema” 


m=1 


3m -1+(R 1 
O t mi +1) m) 


= 人 二 “2 =5,R, =2+G+D + .3 


Hy (8.10). (8.16), (8.24) J II, = f- Im, (#7)a ("得 方程 
(8.2) 的 另 一 个 基 解 


+ la 42.3 
Woy = Fr Oticosp (ST me y + 2 (- (ee ” 。 


R, =1,R, = 10,:- 


( -y óticosp) pow) 
[(2m+1)!]° (m!)? + (m +1) 
上 式 也 可 简化 为 
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(+ 

z Oticosp 3(m+1) 

_ 13; 4m‘ mw“ 3 r 

Pan = ros + y (E ) [(2m +1)1]° (m1) (m+1) 


因而 方程 (8.2) HERA y = Cipa + Coca) 
其 中 C C 为 任意 常数 。 


粒子 绕 核 运动 的 波 函 数 解 为 y = ld + yw] 


E 


( F nicosp) ” 
[(2m) 19 
m-i+(R,.ı +1)° ™ 


m- 


其 中 voy EC) 


Cnt)? a | 3mlnr - ™ 一 


= 人 5 


= 10 ,…. 


2m+1 


Yo) = 了 gticosp[ E mw Au DAS yt mu ) . 


l (Ftnicosp) . Pomel) 
[(2m +1)1]? (mt? + (m 41) 
四 ,粒子 绕 核 运动 的 性 质 


ERA ES ETE 

PSERAMBE ALT BORE Hh BARE y = Lo + hay] ,其 中 
Woy 为 实数 ,表示 粒子 绕 核 运动 的 常规 轨道 半径 ;而 yo) WHERE BOR MER 
子 自 施 产 生 的 虚 轨 道 半径 。 当 模 数 |y, 上 ~ Ivo | 时 ,粒子 表现 为 中 性 粒子 ; 当 
ly > Ivo, 时, 粒子 表现 为 正 粒子 ; lo, |< Ivo | 时 ,粒子 表现 为 反 粒 
子 . 具 体 可 用 轨道 特征 数 来 描述 。 

(=) 粒子 绕 核 运动 轨道 半径 

PESE MEET TREE OA 


特征 数 来 描述 。1 = 各 三 BU = ,其 中 1 为 轨道 特征 半径 ,11 为 自 施 
特征 半径 ,下 为 RRT. 


在 上 面 求解 方程 中 适当 转换 前 面 的 系数 ,可 以 得 到 在 定 态 情况 下 , 粒子 绕 
核 运动 存在 的 多 种 特征 状态 ,列表 8. 1 如 下 。 


wile 
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六 ) 粒子 的 稳定 性 

醉 定 证 方程 是 描述 粒子 在 空间 运动 的 波动 方程 , 当 粒 子 在 空间 运动 处 于 定 
态 时 ,可 由 相关 的 特征 量子 来 描述 ,但 当 粒 子 在 时 间 上 也 相当 稳定 时 ,就 无 法 由 
相关 的 特征 量子 来 区 分 描述 。 然 而 由 解 粒子 振幅 方程 (8.2) 引入 的 时 间 量 子 *， 
就 可 以 描述 粒子 在 时 间 上 的 稳定 性 。 可 见方 程 (8.2) 是 区 分 粒子 在 空间 和 时 间 
上 都 是 否 稳定 的 方程 。 如 果 粒 子 在 时 间 上 没有 至 少 ! = 27 秒 的 稳定 性 , 则 粒子 在 
这 里 称 之 为 不 稳定 。 

(七 )1/2 量子 的 意义 及 亚 定 态 


在 解 方程 理论 中 ,当量 子 数 ” = FE (0 +2mn) =— (0) ,表示 粒子 经 过 
2 周期 后 ,到 达 初始 位 置 的 对 称 位 置 ( 以 核 为 对 称 中 心 ) ,再 经 过 2 周期 后 ， 
-%(6) = (0 +2mn) = Y(6) ,又 回 到 初始 位 置 , 可 见 当量 子 数 n= 方 时 ， BL 


子 经 过 47 周期 后 , 仍 处 于 定 态 ,这 种 定 态 称 为 亚 定 态 。 
(A) ARF HATER 


在 氧 原子 中 电子 绕 核 运 动 的 势能 因子 为 w = 二 一, 因而 电子 绕 核 运动 的 罗 


2 2 
Ame,h'n 
2 2 一 
An me 


道 特征 半径 ( 玻 尔 半径 ) 为 7 = 0.529 x 10°" ' 装 米 , 自 旋 特 征 半径 


16m? eth’? 
HU =- EL = - 8.357727 x 10°? .已 米 。 


第 三 节 物质 运动 规律 量子 化 大 统一 


由 上 面 的 论述 可 知 ,物质 的 性 质 是 由 检 成 物质 的 粒子 所 处 特征 状态 确定 的 ， 
所 处 特征 状态 不 同 其 性 质 就 不 同 。 我 们 不 妨 假设 所 有 物质 都 是 由 一 种 最 基本 的 
微粒 子 一 一 引力 子 构成 的 。 

一 、 基 本 原理 原则、 准则 及 假定 

(一 ) 量子 原理 

(1) 在 定 态 情况 下 ,粒子 从 一 种 特征 状态 跃迁 到 另 一 种 特征 状态 时 ,其 前 后 
量子 数 的 总 和 ( + + ID 保持 不 变 。 同 时 粒子 绕 核 运动 的 各 种 特征 状态 中 


所 有 量子 系数 的 乘积 等 于 7- 全 5。 
(2) 粒子 量子 数 总 和 的 绝对 值 17 + IT + 111|( 也 称 能 量 值 ) 反映 出 粒子 结构 
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的 稳定 性 :其 值 越 大 , 则 粒子 的 结构 越 不 稳定 ; 其 值 越 小 , 则 粒子 的 结构 就 越 稳 
定 。 每 个 量子 态 必 须 保持 最 低 的 能 量 ,构成 的 粒子 才 稳定 ,因而 填充 每 个 量子 态 
的 组 成 粒子 必然 为 一 正 一 反 两 个 粒子 。 

(3) 在 定 态 情况 下 ,粒子 从 一 种 特征 状态 跃迁 到 另 一 种 特征 状态 时 ,存在 多 
种 跃迁 路 径 ,其 量子 数 的 变化 也 存在 如 下 规律 :QD 如 果 特 征 状 态 中 存在 有 nn 层 轨 
道 ,那么 对 应 的 第 ” 层 轨道 就 有 条 轨道 ,而 每 条 轨道 又 可 以 裂变 成 z 个 量子 态 ， 
这 时 第 n 层 轨道 就 有 n 个 量子 态 ,而 每 个 量子 态 又 可 填充 两 个 正 反 组 成 粒子 ， 
因而 第 n 层 轨道 总 共 可 以 有 2r 个 组 成 粒子 ;加 特征 状态 的 n 层 轨道 跃迁 到 核心 
自 旋 态 时 ,会 形成 n 层 核心 ,而 每 层 核心 有 n 个 量子 态 ,因而 每 层 核心 可 以 有 2 
个 组 成 粒子 ;@ 前 一 种 特征 状态 的 n 层 轨道 (或 核心 ) 的 忒 个 量子 态 跃 迁 到 下 一 
种 特征 状态 时 ,就 会 生成 天 层 轨道 (或 核心 ) ,而 每 层 轨 道 (或 核心 ) 又 会 形成 
(ny 个 量子 态 ,这 时 每 屋 轨 道 ( 或 核心 ) TUE 2)’ 个 组 成 粒子 ,而 总 的 量 
FRA n? + (n’)? = (n°)? 4, BHA RATA 2(n’)? 个 。 两 种 特征 状态 之 间 量 
子 跃 迁 形成 新 粒子 如 图 8. 2 所 示 ( 假 设 前 一 种 特征 状态 有 2 EHE). 

(二 ) 量子 态 相 互 作用 原则 

(1) 粒子 间 至 少 有 两 个 状态 相同 或 相反 的 量子 态 ,构成 一 个 量子 空间 , 才 会 
产生 相互 作用 ; 

(2) 外 层 轨道 量子 态 同 为 奇数 或 同 为 偶数 的 粒子 容易 发 生 相 互 作 用 ,反之 
就 不 容易 发 生 相 互 作用 ; 

(3) 对 应 的 量子 态 状态 若 相 反 , 则 粒子 间 就 会 发 生 量子 态 兼 并 ,就 会 出 现 引 
力行 为 ;对 应 的 量子 态 状 态 若 相同 , 则 粒子 间 就 会 发 生 量子 态 排斥 ,就 会 出 现 斥 
力行 为 。 

(2) 区 分 正 反 粒子 准则 

(1) 组 成 粒子 绕 核 旋转 半径 如 果 很 小 , 则 粒子 就 有 明显 的 旋转 轴 特 征 , 若 外 
层 轨道 量子 态 或 量子 空间 为 奇数 , 则 粒子 具有 明显 正 反 性 ; 若 外 层 轨 道 量子 空 
间 为 同 态 偶数 ， 则 粒子 也 具有 明显 正 反 性 ,左旋 表示 正 粒 子 , 右 旋 就 表示 反 粒 
子 ; 若 外 层 轨 道 量 子 空间 为 异 态 偶数 , 则 粒子 为 中 性 。 
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(2) 组 成 粒子 绕 核 旋转 半径 如 果 很 大 , 则 粒子 就 没有 明显 的 旋转 轴 特 征 ,这 


时 正 反 粒子 都 是 它 自 己 。 粒 子 的 正 反 性 如 图 8.3 所 


/No 
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(一 ) 微粒 子 跃 迁 路 径 及 量子 数 

假设 微粒 子 在 第 二 特征 状态 中 具有 (s 为 正 整数 ) 个 量子 态 ,那么 根据 量子 
原理 (3) 可 知 微粒 子 的 跃迁 路 径 及 量子 态 数 量 有 如 下 关系 : 

第 一 种 情况 :假设 微粒 子 由 第 二 特征 状态 (mn = 1,1 = h) 跃迁 到 第 三 特征 
状态 中 的 轨道 基态 (m ,L, = 0) , 由 此 跃迁 到 第 四 特征 状态 中 的 轨道 臣 态 (m， 
L = 0) ,由 此 族 迁 到 第 五 特征 状态 中 的 轨道 基态 (ns ,l= 0) ,由 此 跃迁 到 第 六 
特征 状态 中 的 轨道 基态 (n6,l。= 0) ,再 由 此 有 跃迁 到 第 七 特征 状态 中 的 轨道 基态 
(ny ,4 = 0) ,这 时 形成 新 粒子 。 即 

跃迁 路 径 : 

第 2 态 (n, = 1,l, = 4b) 一 第 3 态 (mw,h = 0) 一 第 4 态 (mi,ls = 0) 一 第 
5 态 (n;,l; = 0) 一 第 6 态 (m,4 = 0) >%7 (n,,1, = 0) 

EFSA i (AY (Y [ (Copy?) T 

第 二 种 情况 :假设 微粒 子 由 第 二 特征 状态 (mm = 1,1, =L) 跃迁 到 第 三 特征 
状态 中 的 轨道 基态 (mm ,2 = 0) , 由 此 夏 迁 到 第 四 特征 状态 中 的 轨道 基态 (m， 
L, =O) ,再 由 此 了 牙 迁 到 第 五 特征 状态 中 的 轨道 基态 (m 1, = 0) ,这 时 形成 新 粒 
子 。 即 

跃迁 路 径 :第 2 态 (n, = 1,1, =) 一 第 3 基态 (n,,l = 0) 一 第 4 基态 (u, 
la = 0) 一 第 5 基态 (ns,ls = 0) 

量子 态 数量 :s， 8 (8)? [T 

上 述 这 种 微粒 子 量子 态 数量 随 基态 路 迁 路 径 变 化 而 变化 的 过 程 称 为 基态 裂 
变 , 同 理 微粒 子 量 子 态 数 量 随 自 旋 态 的 跃迁 也 有 同样 的 变化 规律 ,这 时 自 旋 量 子 
l, = s”"(m = 1,2,3,4 或 1,2) , 称 为 自 旋 态 裂变 。 

根据 量子 原理 (2) 由 《粒子 绕 核 运动 的 各 种 特征 状态 的 量子 式 》 可 以 看 出 ， 
在 第 五 特征 状态 中 由 于 其 自 旋 量 子 和 时 间 量 子 可 以 相互 抵消 ,因而 在 这 种 特征 
状态 形成 的 粒子 ,其 结构 最 稳定 。 

(=) 自 旋 分 裂 及 结合 原则 

经 过 基态 裂变 形成 的 新 粒子 必然 存在 自 旋 态 ,如 果 自 旋 态 能 量 过 大 有 可 能 
会 进一步 分 裂 成 其 他 粒子 ,而 这 时 势能 因子 也 将 增 丈 , 这 个 量子 称 为 势能 量子 
9, 它 具有 以 下 原则 : 当 @ = 1 时 ,粒子 不 分 裂 , 为 稳定 粒子 ; 当 @ = 2s”(m = 1， 
2,3,4 或 1,2) 时 ,分 裂 成 的 粒子 较为 稳定 ;而 其 他 情况 分 裂 成 的 粒子 则 不 稳定 。 
反之 外 层 轨 道 量 子 态 为 22” 的 粒子 则 容易 结合 成 稳定 新 粒子 。 
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三 、 微 粒子 量子 化 公式 的 导出 以 及 基本 粒子 形成 的 量子 化 规律 

(一 ) 引力 子 由 第 2 态 跃 迁 到 第 7 态 形成 各 种 新 粒子 的 情况 

微粒 子 ( 暂 且 定 义 为 引力 子 ) 由 第 2 态 (m = 1,1, = 1) 跃迁 到 第 7 Sn, 
L =0) ,形成 新 粒子 .把 (m = 1,2 = L) 代 人 第 2 态 的 量子 式 , 把 (mm ld, = 0) 代 
人 第 7 态 的 量子 式 , 再 根据 量子 原理 (1) ,微粒 子路 迁 前 后 量子 数 的 总 和 保持 不 
变 ,这 时 有 

h? _ We P= hfn +e 
4a’ mw wu 4m mu? 


因而 有 方程 
mw -4m mÊw = hn 
方程 的 解 为 
4n mb + /16n ml + 4 hn 
2m 
又 由 于 微粒 子 处 在 定 态 中 ,因而 其 势能 因子 w 都 应 相同 , 故 方程 只 有 重 根 ， 
因而 有 lón mL +40hn = 0, 而 这 个 方程 有 两 个 绝对 值 相 等 但 符号 却 相反 的 


hèn, , _ a: _ h’k, 
虚数 根 , 即 mat rate n; = ki, MU) m =: 2 PE 
w =w, = w, =2mí = rn 

由 于 上 述 引 力 子 的 质量 和 势能 因子 为 虚数 ,因而 在 第 七 特征 状态 中 必然 存 
在 虚 轨 道 态 。 而 它们 的 取 值 既 可 正 也 可 负 , 故 在 这 虚 轨 道 态 中 既 可 填充 正 物 质 微 
粒子 ,又 可 填充 反 物质 (或 称 上 暗物质 ) 微粒 子 。 

现在 只 考虑 取 正 值 的 情况 , 取 负 值 的 情况 也 同 理 。 

上 述 引 力 子 的 质量 是 一 个 量子 态 的 质量 ,而 每 个 量子 态 都 可 以 填充 两 个 正 
反 引 力 子 ,同时 各 特征 状态 中 的 量子 式 是 由 解 粒子 振幅 方程 产生 的 ， eine 


必须 条 件 , 故 1 个 -一 - 
的 质量 也 都 必须 满足 妥 一 化 条 件 , 故 1 个 引力 子 的 质量 为 户 


1.4 x 10 7 kg , 称 为 第 一 基本 质量 ,而 1 个 量子 态 引 力 子 的 质量 为 m = 2m = 


e 1 . h 
2.8 x10™ = kg;1 ^ 态 = 
x10 Fe kgs 个 量子 态 的 势能 因子 为 必 = = 


称 为 第 一 基本 势能 因子 ,根据 量子 态 相互 作用 原则 ,2 个 量子 态 构成 1 个 量子 空 
间 才 会 产生 相互 作用 ,因而 1 个 量子 空间 的 势能 因子 为 w = WI +w, = 2w = 
1.12 x10 牛顿 . 米 *。 


= 0.56 x 10% ii - X, 
T 


78 现代 数学 与 量子 力学 


WY k 
新 粒子 总 质量 应 是 所 有 引力 子 质 量 之 和 , 即 M = Y m = E ga 
„2m * rl, 


子 由 于 存在 自 旋 分 裂 , 因 而 总 势能 因子 除 是 所 有 引力 子 势能 因子 之 和 外 ,还 应 乘 
2h? k, 

上 势能 量子 @, 即 W = 0 Y 2w = LE anaE 特征 状态 中 
= 

Hs (s 为 正 整 数 ) 个 量子 态 ,那么 路 迁 到 第 七 特征 状态 后 总 的 量子 态 为 s，= 


E 4s hs” 
[ (0) ) | = 5; NOM =s 8 因此 粒子 总 质量 为 M = Ti. tal _ 


2s rn, parao = FE - 2@s**w。 由 于 4 取 值 的 不 同 ,所 形成 的 新 
WwW2T“， 人 下 
粒子 就 有 性 质 基本 相同 的 一 大 类 粒子 , 称 为 类 粒子 。 当 l。= 1 时 ,形成 的 新 粒子 
h?s s 
| mo l 
为 最 大 柱子 Me = Ei 


由 量子 原理 (3 ) 可 知 新 粒子 是 由 st 层 引力 子 组 成 ,而 每 层 又 由 s 个 引力 子 
组 成 。 新 粒子 的 最 大 半径 .动能 和 自 旋 速度 也 可 以 进行 量子 化 。 


考虑 一 个 引力 子 产生 的 作用 ,把 WW = Um = — = =a ,代入 + = 
hen} mb 2 
Anm ny SRLS RRF ra = TIA 一 -2-4 ;考虑 sy 个 引力 子 产生 的 作用 ,把 
_ © + 2h’st ks? hen , E 
= => pRAr = Ir A SBN Fax = 
nal; w _ 8@*h's 192 
8025! 一 5 二 ;而 新 粒子 动能 为 E, = 一 27r 一 mn? o 
再 由 归 一 化 条 件 , 可 得 新 粒子 的 最 大 半径 为 Ra = 一 mh ,最 小 
8 V2 O’hsı 
me LA 8 Vr > o %s; 192 
PAR Sn ome CO ,动能 为 E = IR = o 


由 于 每 两 个 引力 子 填 充满 一 个 量子 态 , 而 每 个 量子 空间 又 由 两 个 量子 态 组 


成 ,因而 M = 2m = Am,E, = IM? = Dat = 5 一 ,新 粒子 自 旋 速度 为 
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5 次 引力 子 (@; R O) 是 一 种 在 很 小 空间 内 存在 很 高 能 量 的 高 速 旋转 粒 
子 ,在 引力 作用 下 经 过 自 旋 分 裂 可 以 转化 为 光 类 子 ( 如 图 8.4 所 示 )。 从 上 表 可 以 
看 出 5 次 引力 子 共 有 5? 层 自 旋 量子 ,而 每 层 又 有 5” 个 ,因而 5 次 引力 子 转化 为 
光 类 子 时 , 它 的 自 旋 量 子 为 = (SV 4m =1, = (52)3,8 = 1,n, = 8 时 ， 
、 ’ nsl 8? . 5” 
光 美 了 为 光子 y, 绕 核 旋转 半径 Re = = u” gr 
这 个 半径 也 为 光子 作为 传递 作用 力 的 半径 ,可 见 这 种 相互 作用 力 为 长 程 作用 力 。 
当 发 生 相 互 作用 时 , 自 旋 量子 又 转化 为 势能 量子 , 即 6 = 1,@ = (5°)? ,此 时 光 


子 的 动能 为 B= 827,072 -SY 626x10 =- 4 0 10 下 ,速度 为 


=7.8x10°%, 


4 5 ¿Ap? . 12 
v= T'O 4203 =3.0x 10° K/ $b. 


ns 


5 次 引力 子 正 粒子 5 次 引力 子 反 粒子 


7 AF 5 次 引力 子 反 粒子 在 引力 子 作用 下 
5 次 引力 子 在 引力 作用 下 ， 经 自 旋 分 裂 形成 旋 
转 半 径 很 大 的 光子 ， 其 运动 轨迹 接近 直线 。 


8.4 5 次 引力 子 转化 为 光子 


5 次 引力 子 正 粒子 在 引力 子 作用 下 


(=) 光 类 子 由 第 2 态 跃 迁 到 第 5 态 形成 各 种 新 粒子 的 情况 
第 二 种 情况 , 同 理 微 粒子 (暂且 定义 为 光 类 子 ) 由 第 2 态 跃 迁 到 第 5 态 形成 
的 新 粒子 也 有 类 同 的 结果 。 | 
把 (n, =1,, = 1l,) 代入 第 2 态 的 量子 式 , 把 (n = n; ,ls = 0) 代入 第 5 态 
的 量子 式 ,再 根据 量子 原理 由 ,微粒 子 跃 迁 前 后 量子 数 的 总 和 保持 不 变 ,这 时 有 
h? RE, h'ni > 
Ammw mw tr o= 4n mw tro 
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因而 有 方程 mw” -4n miw = hn, 
4m ml + Vi6m mh + 4a hn 
方程 的 解 为 一 2m o 


又 由 于 微粒 子 处 在 定 态 中 ,因而 其 势能 因子 w 都 应 相同 , 故 方程 只 有 重 根 , A 
MA 16n'ml; +4 hns = 0, 而 这 个 方程 有 两 个 绝对 值 相等 但 符号 却 相反 的 虚数 


hn, hk, hk 
根 即 m = 二 区 于 ns = ki, Mjm =+ 8 Fe 因此 w =w, = w, = 2m = + 元 


由 于 上 述 光 类 子 的 质量 和 势能 因子 为 虚数 ,因而 在 第 五 特征 状态 中 必然 存 
.在 虚 轨 道 态 。 而 它们 的 取 值 既 可 正 也 可 负 , 故 在 这 虚 轨 道 态 中 既 可 填充 正 物 质 微 
粒子 ,又 可 填充 反 物质 (或 称 暗物质 ) 微粒 子 。 

现在 只 考虑 取 正 值 的 情况 , 取 负 值 的 情况 也 同 理 。 

上 述 光 类 子 的 质量 是 一 个 量子 态 的 质量 ,而 每 个 量子 态 都 可 以 填充 2 个 正 


反光 类 子 ,因而 一 个 光 类 子 的 质量 为 m = =0.5x10* ite 称 为 第 二 基 


2. 2rl, 
本 质量 ,一 个 量子 态 光 类 子 的 质量 为 m = 2m = 1.0 x 10™ hes FAH 


势能 因子 为 w = 一 =2.0x10™ , 称 为 第 二 基本 势能 因子 ,一 个 量子 空间 的 势能 


因子 为 w = 22 =4.0x 10, 

假如 光 类 子 在 第 二 特征 状态 中 有 (s 为 正 整数 ) 个 量子 态 , 那 么 跃迁 到 第 
五 特征 状态 后 总 的 量子 态 为 $= [(2) = s 。 由 于 光 类 子 等 同 于 5 次 引力 
子 , 而 5 次 引力 子 的 质量 和 势能 因子 中 已 引 人 归 一 化 条 件 因子 ,因而 在 下 面 的 论 
述 中 就 不 用 考虑 这 个 因子 。 

因此 同 理 可 得 新 粒子 的 质量 为 M = 23m ARAL A W = 205,0, EA 


272 
ns! 


FEN Row = WAEI 最 小 半径 为 Ro = s ie Om 动能 为 E = 
T’ T O's, 

8 v2m - O'hsz 4 [In 

一 一 5 一 一 自 放 速度 为 v= A 


1 个 .2 个 3 个 4 个 和 5 个 量子 态 光 类 子 分 别 由 第 2 态 经 基态 裂变 跃迁 到 第 
5 态 形 成 的 新 粒子 依次 称 为 光子 u 类 中 微 子 , 电 类 子 (Z) BAF (ON) 和 5 次 超 
FCO), 产生 的 相互 作用 依次 称 为 5 次 引力 相互 作用 ww 类 弱 相 互 作 用 、 电 滋 相 
互 作 用 、 强 相互 作用 和 5 次 超 强 相互 作用 。 它 们 的 质量 势能 因子 .旋转 半径 、 动 
能 、 自 旋 速度 及 相互 作用 等 具体 分 析 如 表 8. 3 : 
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ERRATA v, 0, e EME NERVA DUNA sy, + 0, +0, +05 

ERRE SESION , 电 类 子 间 是 通过 交换 光子 发 
生 电 滋 相 互 作用 的 。 正 负电 子 会 发 生 沽 灭 形成 光子 ,反应 式 有 :e + e Yo 

光子 在 一 定 条 件 下 也 会 形成 正 负 电子 ,反应 式 :y 一 e tet. 

BET 通过 1/2 量子 分 裂 形成 粒子 ,k 粒 子 再 通过 1/4 量子 分 裂 形成 


粒子 ,如 on +n ,因而 7 粒子 的 质量 大 约 为 M = 1.678 x 10” 2 -2.1x 


10 kg, 与 一 个 电 类 子 结 合成 带电 粒子 的 质量 为 M = 2.1 x 10% +0.53 x 
. 10° =2. 63 x 10”kg, 约 为 电子 质量 的 289 们 ,结合 时 车 释放 出 一 部 分 能 量 , 则 
与 汤 川 秀 树 (Yukawa) 介子 理论 的 273 倍 相符 。 | 
T 粒子 义 通 过 弱 相 互 作用 衰变 为 久子 和 KRAT 
mon +0,,7 pu + Oo 


又 由 于 所 介子 是 由 核 类 子 通过 -7 = q 量子 分 裂 形成 的 ,因而 势能 量子 


O = 22 ,核子 的 势能 因子 为 WW = 4-4” . 2 = 2.68 x 10*。 这 时 产生 的 相互 作 
用 称 为 强 相互 作用 。 

核 类 子 间 的 相互 作用 可 以 这 样 解析 : 核 类 子 间 先 释放 出 ~ 介子 ,而 4 介子 内 
的 类 中 微 子 (引导 粒子 ) 发 生产 类 弱 相 互 作 用 作 引 导 , 交 换 介 子 , 产 生 强 相互 
作用 ,在 这 个 过 程 中 强 相互 作用 占 主 导 地 位 。 用 反应 式 表 示 如 下 :引导 式 w + 
D v, +0,, ERA pp t+ pom + a+ min +n o 由 于 7 介子 由 凡 子 和 类 
中 微 子 组 成 ,而 4 子 半径 10-" 米 远 小 于 如 类 中 微 子 半径 10-” 米 ,因而 "介子 在 
核 内 的 活动 半径 应 为 凡 类 中 微 子 的 半径 , 即 0.355 x 10" A <R=<1.42 x10" 
米 , 这 个 也 是 核 力作 用 半径 。 

核 类 子 与 电 类 子 结合 可 形成 “八重 态 ”或 “十 重 态 " apa E E, 
L E E ANT, BES 次 超 子 外 层 量子 态 为 奇数 态 ,因而 5 次 超 子 为 带 正 


电 C 或 负电 6- 的 粒子 。5 次 超 子 通过 -7 = 二 量子 分 烈 形成 重 轻 子 r,r 的 质 


量 为 M =2.44 x10% 1 7 = 3.05 x 107 kg, 约 为 质子 质量 的 两 倍 ,因而 势能 


量子 9 = 2 ,5 次 超 子 的 势能 因子 为 WW = 4 .5 - 2m = 3.92 x10“。 这 时 产生 
的 相互 作用 称 为 超 强 相互 作用 。 

5 次 超 强 相互 作用 的 解析 :5 次 超 子 间 先 释放 出 (引导 粒子 ) ,而 7 又 释放 出 
T( 引 导 粒 子 ) ,mn 再 释放 出 电子 作为 交换 粒子 ,而 产生 相互 作用 。 这 时 5 次 超 强 相 
互 作用 的 半径 就 是 电子 半径 , 即 3.25 x107” X < R <2 13 x10% 
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